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Introduccion

La presente investigacion se refiere al tema de los espacios vectoriales, que debido al
nimero cardinal (ya sea finito o infinito) asociado a una base del espacio vectorial
pueden ser clasificados como espacios vectoriales de dimensién finita (si el cardinal
asociado a la base es finito) o infinito dimensional (en otro caso).

Nuestro objetivo a lo largo del presente trabajo es estudiar de manera detallada las
similitudes y diferencias presentadas entre los espacios antes mencionados. Desde
el punto de vista antes citado podemos afirmar que de este trabajo se deriva la

clasificacién de las propiedades de los espacios vectoriales en tres grandes grupos:

1. Aquellas que son validas para espacios vectoriales cualesquiera, independien-

temente de la cardinalidad de sus bases.
2. Las que son validas uinicamente para espacios vectoriales de dimensién finita.
3. Las que son validas sélo para espacios vectoriales infinito dimensionales.

No ahondaremos ejemplificando las propiedades citadas en 1), 2) y 3); pues éstas
pueden ser encontradas, con lujo de detalle, en los capitulos que componen el
presente trabajo.

Un hecho notorio que se percibe al revisar los textos cldsicos de Algebra Lineal (a

nivel de licenciatura) es que se omiten resultados importantes cuando el espacio



vectorial posee una base de cardinalidad infinita. En particular, no se introduce
el concepto de dimensiéon para esos casos. En este trabajo realizaremos una
actualizacién y revisién del teorema de Lowig (si B y 9B son dos bases con
cardinales infinitos asociadas a ellas, entonces estas deben ser equipotentes), como
consecuencia del anterior teorema puede introducirse la nocién de dimensién para
el caso particular cuando el espacio vectorial tiene una base de Hamel infinita (en

realidad, en este caso, la dimension se correspondera con un cardinal infinito).

En base a lo antes expresado, se reformulard la nocién de bases ordenadas y
coordenadas para espacios vectoriales de tal forma que se adapte a la perfeccién

para cualquier dimensién del espacio (finita o infinita).

Evidentemente para sustentar un estudio como el que aqui presentamos, se
requirié el estudio de algunos aspectos de la teoria de conjunto (especialmente la

aritmética transfinita), cuyos aspectos més béasicos presentamos aqui en un apéndice.

Una duda natural que surge al leer la presente introduccion es la pertinencia o
importancia de un trabajo como este y la respuesta obvia es que los espacios
vectoriales de dimension infinita se presentan mas frecuentemente en diversas
areas del quehacer matematico de lo que usualmente se percibe (por ejemplo:
espacios vectoriales topoldgicos, andlisis funcional y espacios de Hilbert, ecuaciones

diferenciales, teorfa de nimeros algebraicos, entre otros).

El contenido de este trabajo esta estructurado en cuatro capitulos y dos apéndices.
En el primer capitulo se presenta una breve resena historica acerca de la evolucién
de las ideas relacionadas con los espacios vectoriales y su vinculacion con las
diferentes ramas de las matemadticas. Hemos incluido este capitulo para presentar
una perspectiva mas clara de la interaccién entre las nociones algebraicas (en nuestro
caso especial el Algebra Lineal) y otras dreas de las matematicas.

En el capitulo dos hemos presentado un compendio resumido de los resultados
fundamentales que se estudian en un primer curso de licenciatura en matemaéticas

de Algebra Lineal; evidentemente no se presupone originalidad en ninguno de los
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resultados presentados y la razén primordial de su inclusién es hacer el trabajo
autocontenido y presentar este material de forma ordenada de acuerdo a la
complejidad de los topicos estudiados.

El capitulo tres es el mas importante de este trabajo y alli se hace un anélisis
exhaustivo de los espacios vectoriales infinito dimensionales y se hace un estudio
comparativo con los espacios vectoriales de dimension finita, como se especificd al
comienzo de esta introduccién.

Finalmente, en el capitulo cuatro se presentan algunos temas y problemas abiertos
que no fueron abordados en este trabajo y que podrian servir de punto de partida
de otros trabajos de investigacion.

Terminaremos con unas palabras finales relacionados con la notaciéon. Usaremos
el clésico rectdngulo O (introducido por Paul Halmos) para indicar el fin de la
demostracion de un teorema o proposicion y el rombo ¢ para indicar el final de
una parte de una demostracion.

El uso de conectivos y cuantificadores tendran el significado usual (ver [12]) y el

resto de la notacién serd la estdndar (ver [8] y [21]).



Capitulo

Historia de los Espacios Vectoriales

El Algebra Lineal es una rama de la matematica que se encarga de estudiar temas,
tales como: matrices, sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales y las
transformaciones lineales (homomorfismo entre espacios vectoriales), entre otros
topicos.

Considerando que la informacién histérica debe ser parte de la formacién
matematica, en este capitulo se realizara un analisis del desarrollo del concepto de
espacio vectorial, tanto de dimension finita, como los que poseen dimensién infinita,
desde el comienzo de sus estudios hasta la actualidad.

Los espacios vectoriales hoy en dia poseen una amplia aplicacién en diversas areas
de las matematicas: ecuaciones diferenciales, proporcionan el marco para resolver
ecuaciones en derivadas parciales, geometria, espacios vectoriales topologicos, teoria
de numeros algebraicos, investigacién de operaciones y analisis funcional, entre
otros. Ademas, son de vital importancia en la fisica, graficacién por computadoras
e ingenieria.

Historicamente el desarrollo de la definicién y teoria moderna de los espacios
vectoriales se conocen a partir del siglo XVII y aparecen en distintas ramas de
la matematica, entre las cuales podemos mencionar: teoria de niimeros, geometria,

algebra abstracta (grupos, anillos, cuerpos, médulos y teoria de Galois), matrices,
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sistemas de ecuaciones lineales, andlisis (ecuaciones diferenciales, ecuaciones
integrales y anélisis funcional) y también en fisica e ingenieria.

La siguiente gréfica ilustra el desarrollo de los espacios vectoriales:

r Geometria

Teoria de

_ B Finita .\'v Numeros
‘&\‘ F {- A Sistema de
\l -

Dimension

ecuaciones

Espacios g, lineales

Vectoriales =
Algebra

Analisis
funcional
Dimension -
Infinit J; p
Ll Algebra

Se analizara a continuacion el aporte de cada una de las areas anteriormente

Matrices

nombradas al desarrollo de los espacios vectoriales como teoria matematica:

1.1. Geometria

La geometria cartesiana fue introducida por los matemdticos Pierre de Fermat!
(1601-1665) y René Descartes® (1596-1650). Fermat independientemente de

Descartes descubrio el principio fundamental de la geometria cartesiana donde se

! Jurista y matemaético francés. Reconocido por los trabajos realizados en teoria de nimeros,
en particular, por el tltimo teorema de Fermat (demostrado en 1995). Propuso ideas importantes
para la teoria de probabilidades. Entre sus descubrimientos podemos mencionar: Espiral de Fermat,
férmula general para calcular nimeros amigos, teorema sobre la suma de dos cuadrados, pequeno

teorema de Fermat y el principio de Fermat.
2Filésofo, matematico y cientifico francés. En La géométrie incluye aplicaciones del dlgebra a

la geometria, de la cual ahora tenemos la geometria cartesiana. Entre sus obras encontramos: Le

Monde, ou Traité de la Lumiére (La Luz o Tratado del Mundo y El Hombre), Discours de la
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aplican los métodos algebraicos a la geometria. Es importante hacer notar que lo
que se publica por primera vez como geomelria cartesiana (geometria analitica)
aparece en el apéndice al Discurso del método publicado por René Descartes en
1637 (se public6 de forma anénima en Leiden, Holanda), aunque bien, se conoce
que Fermat ya conocia y utilizaba los métodos antes de la publicacién realizada por
Descartes. Es a partir de esos tiempos donde surge la nocién de vector dentro de lo

que se conoce como Geometria Cartesiana.

Sin embargo, es posible considerar el comienzo del concepto vectorial por las
investigaciones realizadas por Bernard Bolzano? (1781-1848) el cual publica en 1804,
un documento que lleva por nombre: Betrachtungen tber einige Gegenstande der
FElementargoemetrie (Consideraciones de algunos aspectos de Geometria Elemental)
en donde realiza un estudio exhaustivo de la fundamentacion de la geometria
elemental. Se analiza en este trabajo los elementos indefinidos: puntos, rectas
y planos; y define operaciones sobre ellos. Con este estudio Bolzano pretendia
axiomatizar la geometria y entre este objetivo encontré darle forma de estructura a
los elementos del plano y el espacio. Asi se abre paso considerablemente a la nocién

abstracta del concepto de espacio vectorial.

Otro elemento destacado son las coordenadas baricéntricas creadas por August

Ferdinand Mobius? (1790-1868) en 1827, en su trabajo: Der barycentrische

méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences (Discurso del método
para dirigir bien la razén y hallar la verdad en las ciencias) y La Dioptrique, Les Météores, and

La Géométrie (Didptrica, La Geometria y Los Meteoros), entre otras.
3Matematico, 16gico, filésofo y tedlogo checo. En 1817 publica Rein analytischer Beweis... , el cual

contiene un importante estudio sobre anélisis real. En su filosofia, Bolzano criticé el idealismo de

Georg Hegel (1770-1831) y Immanuel Kant (1724-1804).
4Matematico y astrénomo alemén. En Der barycentrische Calcul incluye muchos resultado de

geometria proyectiva y geometria afin, en este trabajo también se introduce las coordenadas
homogéneas, se trata lo que son las transformaciones geométricas y las transformaciones
proyectivas. En 1831 publica Uber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen en donde

introduce la funcién aritmética de Mdébius. Es uno de los pioneros de la topologia.
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Calcul: ein neues Hilfsmittel zur analytischen Behandlung der Geometrie (Célculo
baricéntrico: una nueva utilidad para un tratamiento analitico de la Geometria) con
transformaciones de rectas y conicas, en donde aparecian vectores de una manera
primigenia.

También es importante considerar los trabajos realizados por el matematico Giusto
Bellavitis® (1803-1880) quien da la definicién de vector como un segmento orientado,
este estudio lo publicé Bellavitis en 1832, pero en este punto hay que destacar que
su primera publicacion la realiza en 1832, el cual se relacioné con su método, pero no
presentd un desarrollo completo de su teoria, una segunda publicacién aparecié en
1833 y una tercera en 1835, en donde usa el término equipollences para expresar
que son dos segmentos de lineas que son iguales y paralelas, y a continuacién define
las sumas de segmentos de lineas equipolentes y obtiene un cdlculo equipolente y es
aqui donde se da una exposicion completa de su sistema, que basicamente es un

espacio vectorial.

>

~—
August Moébius]

(1790- 1868)

Giusto ;
Bellavitis*, 4 Bernard
(1803- 1880) Bolzano

(1781-1848)

®Matemético italiano. Realizé importantes aportes a la geometria algebraica. Comienza en 1832 a
desarrollar geométricamente el algebra de los nimeros complejos. Introduce un célculo baricéntrico
mds general que el de Mobius. En dlgebra, continua los trabajos de Paolo Ruffini (1765-1822) en la
buisqueda de la solucién numérica de las ecuaciones algebraicas y también realiza investigaciones

en la teoria de ntmeros.
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Bellavitis consideraba que el algebra tiene que estar basada en la geometria, y he

aqui donde reside su gran aporte al desarrollo de los espacios vectoriales.

1.2. Teoria de numeros

Aunque se presentan referencias a estudios con nimeros complejos siglos antes de
la era cristiana, los matematicos griegos ya trabajaban con raices cuadradas de
nimeros negativos. Los numeros complejos se hicieron mas patentes a partir del
siglo XVI, con los estudios realizados por los mateméticos Niccolo Fontana (llamado
Tartaglia®) (1500-1557) y Girolamo Cardano’ (1501-1576), cuando investigaban la
busqueda de férmulas que dieran las raices exactas de los polinomios de grados dos
y tres, aunque ellos sélo estaban interesados por la raices reales de estos polinomios,
en muchos casos se presentaban raices con nimeros negativos.

La existencia de numeros complejos fue aceptada a partir de las investigaciones
realizadas por Caspar Wessel (1745-1818), en 1799 en donde realizé una
interpretacién geométrica de estos ntimeros. También Johann Carl Friedrich Gauss®

(1777-1855) estudié este tema de manera independiente, y se debe a él la

6Matematico italiano apodado Tartaglia (el tartamudo). Creador de un método para resolver
ecuaciones de tercer grado. Escribe en 1537, Nova Scientia (es una expresion en latin que significa
nuevo saber) que resulta ser unos de los primeros estudios de aplicacién de las mateméticas a
la artillerfa. Adema&s de sus trabajos mateméticos, Tartaglia publicé las primeras traducciones al

italiano de las obras de Arquimedes y Euclides.
"Matemdtico, médico, astrélogo y filésofo italiano. En su libro Ars magna (en latin Gran Obra)

publicado en 1545, da las soluciones a las ecuaciones de tercer y cuarto grado, pero en realidad el
hallazgo de la solucién de las ecuaciones ciibicas no se debe ni a Cardano ni a Tartaglia, sino a

Scipione dal Ferro, quien la dio aproximadamente en 1515.
8Matematico, astrénomo y fisico alemén. Su obra de mayor trascendencia es Disquisitiones

Arithmeticae, publicada en 1801, aunque se dice que la término en 1798. Es imposible
expresar en un pie de péagina todo el trabajo que realizé Gauss, pero si podemos decir
que contribuyé significativamente en muchas areas, incluida la teoria de nimeros, el andlisis

matematico, la geometria diferencial, la geodesia, el magnetismo y la 6ptica, entre otras.
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popularidad y gran relevancia que tomo, pues lo aplicé en algunos de sus resultados,
podemos recordar que este en la disertacién para su tesis doctoral demostré (ofrece
una prueba rigurosa y completa del teorema, pues es de recordar que ya otros
matematicos habian trabajo sobre este tema) el teorema fundamental del algebra,
que dice que todo polinomio con coeficientes complejos tiene al menos una raiz
compleja (realizada en 1799).

En 1837, William Rowan Hamilton? (1805-1865), publicé un ensayo titulado Theory
of conjugate functions, or algebraic couples; with a preliminary and elementary
essay on algebra as the science of pure time (Teoria de funciones conjugadas, o
pares ordenados algebraicamente; con unos preliminares y ensayos elementales en
algebra como ciencia de los tiempos puros). Este documento se dividié en tres partes.
La primera seccion que consistiéo de una introduccién general, la segunda seccion,
un ensayo sobre el dlgebra como una ciencia pura, escrita en 1835 y la tercera
seccion que contenia su Theory of Conjugate Functions or Algebraic Couples que
escribié en su mayor parte en 1833. En la tercera secciéon, Hamilton desarroll6 los
nimeros complejos en términos de pares ordenados de numeros reales casi de la
misma manera como se hace en la matematica moderna (més o menos como Gauss,
quién habia considerado los complejos como puntos de un plano, desde 1831), como
parte de este estudio de mayor generalizacién llego a los cuaterniones'® y a una
teoria de vectores. También es importante observa que existia desde hace unos afios
antes una representacién geométrica de los ntimeros complejos como puntos en el
plano dada por Jean-Robert Argand (1768-1822), quién en 1806 dio esta definicidn,
creando asi lo que se conoce como plano de Argand.

Hamilton paso los siguientes diez anos de su vida tratando de definir una

9Matematico, fisico, y astrénomo irlandés. En 1835 Hamilton publica Algebra as the Science of
Pure Time (Algebra como la Ciencia de los Tiempos Puros), el cual estd inspirado en los estudios
que realiz6 de algunas obras de Immanuel Kant. Publica Lectures on Quaternions (Notas sobre

cuaterniones) en 1853, donde expone su teorfa de los cuaterniones.
10Primer 4lgebra no conmutativa estudiada.



1.2 Teoria de niimeros 17

multiplicacion en el espacio tridimensional y con esta larga investigacion realizada
llegé a la estructura de los ntimeros llamados cuaterniones (para una definicién
consultar [20]) en donde estos niimeros se expresan con cuatro componentes que
no satisfacen la conmutatividad en la operacién multiplicacién. La teoria de lo
cuaterniones publicada en 1843 es un importante ejemplo de un espacio vectorial

de cuatro dimensiones.

Como producto de este tipo de generalizaciones se construye el concepto de vector,
quién por primera vez utiliza este término es Hamilton, aunque la nocién era
conocida desde tiempos anteriores, por ejemplo, es justo destacar que hay elementos
precursores de este concepto en los trabajos realizados por Simon Stevin!! (1548-
1620), Galileo Galilei? (1564-1642) e incluso, algunos afirman que hasta en la misma
antigliedad se utilizaba. Este se trata de unos de los resultados méas importante del

algebra en el siglo XIX.

Luego, Peter Tait'? (1831-1901) lee lectures of quaterniones realizadas por Hamilton

U Matemético, ingeniero militar e hidraulico, constructor de molinos y fortificaciones y semiélogo
neerlandés. Mayormente conocido por ser quien desarrollé el algoritmo para la obtencién del
méximo comtn divisor de dos polinomios. Stevin, en su libro Stelreghel (Algebra) usa la
notacion +, - y NE También realiza importantes contribuciones a la trigonometria, mecénica,

arquitectura, teoria musical, geografia y navegacion.
12 Astrénomo, filésofo, matematico y fisico italiano. El descubrimiento de cuatro satélites de Jupiter

(se trata de los satélites de Jupiter llamados hoy satélites galileanos: Calizto, Furopa, Ganimedes
e o) contradecia, por su parte, el principio de que la Tierra tuviera que ser el centro de todos
los movimientos que se produjeran en el cielo. En cuanto al hecho de que Venus presentara fases
semejantes a las lunares, que Galileo observé en 1610, le parecié que aportaba una confirmacién
empirica al sistema heliocéntrico de Copérnico, ya que éste, y no el de Ptolomeo, estaba en
condiciones de proporcionar una explicacién para el fenémeno, este resultado lo publico en Sidereus

Nuncius (mensajero sideral o mensajero de los astros).
13Matemético y fisico escocés. Interesado profundamente en las aplicaciones de la matemética

a la fisica. Entre sus publicaciones podemos encontrar: Elementary Treatise on Quaternions
(Tratado elemental sobre los cuaterniones, 1867), Introduction to Quaternions (Introduccién a

los cuaterniones, 1873). El trabajo donde publica la aplicacién de los cuaterniones a la fisica es
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en 1853, cuando ain estaba en Cambridge y aunque el tema era de su interés, lo
postergd por unos topicos de aplicaciones matematicas a la fisica, pero afnos mas
tarde en 1858, Tait leyé un articulo escrito por Hermann von Helmholtz!* (1821-
1894) que publicé en Crelle’s Journal que llevaba por titulo dber integrale der
hydrodynamischen gleichungen, welche den wirbelbewegungen entsprechen (Sobre
las integrales de las ecuaciones de la hidrodinamica, las cuales corresponden
al movimiento de un remolino), trataba sobre el movimiento de fluidos y Tait
observo que podia expresar la velocidad del fluido en funciéon de vectores, es en

parte asi como se introduce la nocién de vectores dada por Hamilton a la fisica.

\P\ﬁer Tait ﬂliam Hamilton (1 777 - 185$

(1831-1901) *(1805 -1865)

Quaternion investigations connected with electro-dynamics and magnetism (Investigaciones de la

conexiones de los cuaterniones con la electrodindmicas y el magnetismo).
14Médico vy fisico aleman. Helmholtz escribié sobre muchos temas diferentes, entre ellos, temas

tan divergente como la edad de la tierra, el origen del sistema planetario. En 1847 publica Uber
die Erhaltung der Kraft (Sobre la conservacién de la energia), el cual es un estudio matemadtico

correspondiente a la conservacién de energia.
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1.3. Matrices

En 1857, el matematico britdnico Arthur Cayley'® (1821-1895) introduce el Algebra
de Matrices (aunque es importante acotar que el primero en usar el término
matriz fue el matematico James Joseph Sylvester'® (1814-1897) en 1850, quién
definié la matriz como un arreglo de términos). Cayley es el primero que introduce
la multiplicacion de matrices. Con este estudio realiza un gran aporte al desarrollo
de las estructuras algebraicas, pues él introduce las diferentes propiedades (leyes)
que rigen a las matrices, con respecto a la suma y la multiplicacién, y multiplicacion

por un escalar (que también defini él, asi como también la inversa de una matriz).

Arthur Cayley (1821-1895) James Sylvester (1814-1897)

5Matemético britdnico. Es el tercer matemdtico méas prolifico de la historia (sobrepasado tan
solo por Leonhard Euler (1707-1783) y Augustin Louis Cauchy (1789-1857)), public6 mds de
900 documentos y notas referidas a casi todos los aspectos de la matemética moderna. El mas
importante de su trabajo es en el desarrollo del algebra de matrices, el trabajo en la geometria no

euclidiana y la geometria n-dimensional.
16Matematico britanico. También realizé contribuciones a la teorfa de las invariantes algebraicas

(en colaboracién con su colega A. Cayley), determinantes, teoria de ndmeros, particiones y
combinatoria. En 1851 descubrié el discriminante de una ecuacién ctbica. Fue el primero en
utilizar el término de discriminante para las ecuaciones de ecuaciones de segundo grado y las de

orden superior.
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Cayley en 1858, prueba que los cuaterniones pueden ser representados por matrices,
entonces aqui se realiza una fusion entre los cuaterniones y las matrices, abriendo
asi, paso mas rapidamente a la nocién de espacio vectorial, pues como expresamos
anteriormente, ya las matrices poseen operaciones definidas sobre ellas y los
cuaterniones tienen asociado cierta nociéon vectorial. También en 1858, Cayley
publica su Memoir on the theory of matrices (Memoria sobre la teorfa de matrices),

la cual contiene su primera definiciéon abstracta de matriz.

1.4. Sistemas de ecuaciones lineales

El problema de encontrarle solucién a los sistemas de ecuaciones lineales se
encuentra entre uno de los mas antiguos en las matematicas y tiene una infinidad
de aplicaciones en distintas areas de la matematica.

Podemos afirmar que el estudio moderno de los sistemas de ecuaciones lineales se
originé con los trabajos de Gottfried Leibniz!” (1646-1716) quien en 1693 ide6 la
nocién de determinante con el fin de solucionar sistemas de ecuaciones lineales.
M4s tarde, Gabriel Cramer!® (1704-1752) en su principal obra Introduction a
Ianalyse de lignes courbes (Introduccion al andlisis de las lineas curvas), publicada
en 1750, en la que desarrolla la teoria de curvas algebraicas y estd contenido en
este la regla que lleva su nombre (la regla de Cramer) para la solucién de un
sistema lineal de n x n (n-ecuaciones, con n-incégnitas), pero él en este trabajo
no aport6é demostraciones para este hecho. También volvié a introducir la nocién de

determinante (que como acotamos anteriormente, este algoritmo lo habia utilizado

17Filésofo, matemdtico, jurista y politico alemén. Descubrié el célculo infinitesimal, independien-
temente de Isaac Newton (1643-1727), y su notacién es la que se emplea desde entonces. Leibniz
fue el primero en utilizar el término analysis situs que luego se utilizaria en el siglo XIX para

referirse a lo que se conoce como topologia.
18Matemadtico suizo. Su obra fundamental fue la Introduction a I'analyse de lignes courbes, es

donde se desarrolla la teoria de las curvas algebraicas segin los principios newtonianos.
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Leibniz a finales del siglo XVII para resolver sistemas de ecuaciones lineales).

Leonhard Euler'® (1707-1783) fue quien observé que un sistema lineal con
n-ecuaciones y n-incognitas no necesariamente tiene solucién tnica y luego Gauss en
relacion con su descubrimiento del método de los minimos cuadrados, introducido
en 1811, en donde estudia un proceso sistematico, que hoy en dia se conoce como
la eliminacion gaussiana, para encontrar la solucion de los sistemas de ecuaciones

lineales (aunque es de considerar que él no hizo uso de la notacién matricial).

En 1867, Edmond Laguerre®® (1834-1886) escribe una carta a Charles Hermite?!
(1822-1901) llamada Sur le calcul des systémes linéaires (Sobre el célculo de
sistemas lineales), era una tabla de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales
denotada con letras mayusculas y Laguerre define la adiciéon, resta y multiplicacion
de estos sistemas. También en este mismo ano define las combinaciones lineales,

pero restringidas a R? y R%

9 Matemético y fisico suizo. Introduce la mayor parte de la terminologia moderna y notacién
matematica, particularmente para el area del analisis matemaético, como por ejemplo el concepto de
funcién matematica (en Introductio in analysin infinitorum (Introduccién al Anélisis del Infinito),
publicada en 1748). El también introduce la funcion beta y la gamma. En Institutiones calculi
integralis (1768-1770) Euler hizo una investigacién a fondo de las integrales que se puede expresar

en términos de funciones elementales.
20Matemético francés. Sus obra més importante se encuentran en areas de las mateméticas, tales

como, el andlisis y la geometria. Las obras completas de Laguerre se publicaron en dos volimenes,
volumen 1 en 1898 y el Volumen 2 en 1905. Charles Hermite, Henri Poincaré (1854-1912) y Eugene

Rouché (1832-1910) editaron los dos volimenes.
2IMatemético francés. Realizé importantes contribuciones a la teoria de nimeros, &lgebra,

polinomios ortogonales y funciones elipticas.
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1.5. Espacios vectoriales

El primer estudio de lo que hoy se conoce como algebra lineal se debe a los
trabajos realizados por Hermann Grassmann®? (1809-1877) y quién también es
pionero en el desarrollo de las ideas relacionadas con los espacios vectoriales. En
1844, Grassmann publica su obra maestra Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer
Zweig der Mathematik (Teoria de las extensiones lineales, una nueva rama de la
matemadtica), contiene en el las ideas bésicas del Algebra Lineal, incluyendo la
nocion de espacio vectorial n-dimensional, subespacios, conjunto generador, base,
dimensién, transformaciones lineales, suma e interseccion de subespacios.

Sin embargo, el trabajo de Grassmann no tuvo mucha influencia, debido a que su
presentacion fue un poco obscura, por ejemplo, el trabajo comienza con definiciones
que pueden ser consideradas de naturaleza filoséfica.

En 1862, Grassmann ofrece una nueva versiéon de su anterior obra (aparentemente
por la sugerencia realizada por Alfred Clebsch®® (1833-1872)) en donde expresaba
sus ideas con mayor claridad. En esta version desarrolla la teoria de la independencia
lineal y elementos linealmente dependientes, también introdujo la definiciéon de
producto escalar.

Incluye ademés demostraciones relacionadas con la dimension de los espacios

vectoriales, entre las cuales se encuentra:

dimU + dimW = dim(U + W) + dim(U N W)

22Lingiiista, matemético y fisico aleman. Entre los muchos temas que abordé Grassmann
estd su ensayo sobre la teoria de las mareas. Grassmann escribié también sobre cristalografia,

electromagnetismo, y mecanica.

23Fisico y matemético aleman. Unos de sus trabajos de matematica aplicada a la fisica fue el
publicado en 1862 con el titulo Theorie der Elastizitit fester Korper (Teorfa de la elasticidad de
cuerpos sélidos). La matemdtica pura se convirtié en tema principal de su investigacién, cuando
comenzé a estudiar el calculo de variaciones y ecuaciones diferenciales parciales. Fundador junto

a Carl Gottfried Neumann de la revista matemaéatica Mathematische Annalen en 1868.
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para subespacios vectoriales U, W de un espacio vectorial.

Fue Hermann Hankel®* (1839-1873) el matemédtico que valoré en justa medida
el trabajo que habia realizado Grassmann y en su obra Theorie der Complexen
Zahlensysteme (Teoria de Sistemas de Numeros Complejos), publicada en 1867,
ayudd a que se conocieran muchas de las ideas generadas por Grassmann.

Se tardé en adoptar los métodos matematicos de Grassmann, pero influyeron
directamente sobre Felix Klein® (1849-1925) y Elie Cartan®® (1869-1951).

Otros matemdticos que trataron sobre estos temas fueron Augustin Louis Cauchy?’
(1789-1857) y Adhémar de Saint-Venant (1797-1886). En 1853, Cauchy publicé Sur
les defs algebriques (Sobre las definiciones algebraicas), donde aparecen métodos y
sistemas similares dados por Grassmann anos anteriores. De hecho, la originalidad
de estos trabajos han estado en discusién debido a que anos antes Grassmann habia

enviado a Cauchy y Saint-Venant?® un ejemplar de su trabajo.

24Matemdtico aleman. Sus trabajos versaron sobre geometria proyectiva y sobre la teorfa de
funciones de variable compleja. Establecié una representaciéon de la funcién gamma por medio

de una integral compleja y obtuvo soluciones a la ecuacién diferencial de Bessel.
2>Matemaético alemén. Influencié considerablemente en la geometria no euclidiana, por sus trabajos

realizados sobre las conexiones entre la geometria y la teorfa de grupos, y con los resultados en la

teoria de funciones.
26Matemético francés. Trabajé en diversas areas de las mateméticas, entre ellas se encuentran:

grupos continuos, dlgebras de Lie, ecuaciones diferenciales y la geometria. Sus investigaciones
se centraron principalmente en los grupos de Lie y sus usos geométricos. También introdujo el

concepto de grupo algebraico.
2TMatemético francés. En Le¢ons sur le Calcul Différentiel (Lecciones sobre el Célculo Diferencial)

publicada en 1829, define por primera vez las funciones de variable compleja. Realizé importantes
aportes a la geometria diferencial y las aplicaciones matematicas a la fisica. Produjo 789 articulos
matematicos. Su coleccién de trabajos, fue publicada entre 1882 y 1970, con el titulo: Oeuvres
complétes d’ Augustin Cauchy (Obras Completas de Augustin Cauchy), que abarcan 27 volimenes

en total.
28Gaint-Venant entré en una disputa con Grassmann sobre la creacién de algunas ideas referidas al

calculo vectorial. Grassmann habia publicado sus resultados en 1844, pero Saint-Venant reclama

que €l habia desarrollado primero estas ideas en 1832.
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La definicién axioméatica moderna de espacios vectoriales sobre los niimeros reales se
la debemos a Giuseppe Peano® (1858-1932) quién utiliz6 el término linear system.

El postula la cerradura, asociatividad, distributividad y existencia del elemento

neutro (elemento identidad).

B .‘:

Podemos afirmar que los espacios vectoriales empiezan a reconocerse abiertamente

alrededor de 1920, y es con el trabajo realizado por Hermann Weyl3? (1885-1955)

2Matematico y filésofo italiano. En 1888 Peano publica Geometrical Calculus (Célculo
Geométrico) el cual comienza con un capitulo dedicado a la l6gica matemdtica. En 1889 Peano
publicé sus famosos axiomas, llamados aziomas de Peano, que definen los ntimeros naturales
en términos de conjuntos. Esto fue publicado en Arithmetices principia, nova methodo exposita
(Principios Aritméticos, exposicién de un nuevo método). Aunque Peano es un fundador de la
légica matematica, el filésofo y matemético aleman Gottlob Frege (1848-1925) es hoy considerado

el padre de la logica matematica.
30Matemdtico aleman. En 1913, Weyl publicé Die Idee der Riemannschen Fliche (La idea de

una superficie de Riemann), que dio tratamiento unificado a las superficies de Riemann. De 1923
a 1938, Weyl desarrollé la teoria de grupos continuos en términos de representacién matricial.
Miembro del Instituto de Estudios Avanzados de Princeton en sus origenes, contribuyendo para
una vision internacional e integrada, es aqui donde publica los siguientes libros: Elementary Theory
of Invariants (Teoria elemental de invariantes, 1935), The classical groups (1939), Algebraic Theory

of Numbers (Teoria algebraica de nimeros, 1940), Philosophy of Mathematics and Natural Science
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que lleva por nombre Space, Time, Matter (Espacio, tiempo y materia) publicado
en 1918 y es aqui donde él da la nociéon de espacio vectorial de dimensién finita
sobre los niimeros reales, aparentemente sin darse cuenta que ya estaba definido

por Peano treinta anos antes (como se mencioné anteriormente).

1.6. Espacios vectoriales de dimensién infinita

En el afio de 1890, Salvatore Pincherle3! (1853-1936) trabaja en una teorfa formal de
operadores lineales sobre los espacios vectoriales de dimensién infinita. Sin embargo,
es importante acotar que Pincherle no se basa en la teoria dada por Peano, sino que
utiliz6 los trabajos de Leibniz y Jean d’Alembert (1717-1783). Al igual que muchos
de los trabajos realizados en esta area, tuvo poco impacto al momento de salir a la

luz.

La axiomatica de los espacios vectoriales de dimensién infinita fue estudiada por
Stefan Banach3? (1892-1945) en 1920, en su tesis doctoral On Operations on Abstract
Sets and their Application to Integral Equations (Sobre operaciones con conjuntos
abstractos y su Aplicacién a las ecuaciones integrales) y los tépicos asociados a estos

temas han sido investigados a partir de 1920.

(Filosoffa de la matemética y ciencias naturales, 1949), Symmetry (Simetria, 1952), and The

Concept of a Riemannian Surface (El concepto de una superficie de Riemann, 1955).
31Matematico italiano. Junto con Vito Volterra (1860-1940), puede ser considerado como fundador

del analisis funcional.
32Matemédtico polaco. Ademds de ser uno de los creadores del andlisis funcional, Banach

también realizé contribuciones importantes a la teoria de la medida, Teoria de conjuntos, las
series ortogonales y la teoria de espacios vectoriales topolégicos. La paradoja de Banach-Tarski
aparecié en un articulo publicado por los dos matematicos en 1926 en Fundamenta Mathematicae,
que lleva por nombre Sur la décomposition des ensembles de points en partiens respectivement
congruent (Sobre la descomposicién de conjuntos de puntos particionados respectivamente

congruentes).
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Uno de los desarrollos importantes de los espacios vectoriales de dimension infinita
se debe a la construccién de los espacios de funciones por Henri Lebesgue®® (1875-
1941). Banach en lo que se considera una de sus obras més importantes Théorie
des opérations linéaires (Teoria de las operaciones lineales), publicada en 1932,
formul6 la definicion de espacios de Banach, que son tipicamente espacios de
funciones de dimensién infinita (un espacio de Banach es un espacio vectorial
normado completo).

Es prudente observar que David Hilbert** (1862-1943) y su estudiante Erhard

33Matemético francés. Definié la integral de Lebesgue, que generaliza la nocién de la integral de
Riemann extendiendo el concepto de area bajo una curva para incluir funciones discontinuas.
También aportd en areas de la matemadtica como la topologia y el andlisis de Fourier. Lebesgue
formulé la teoria de la medida en 1901, en su famoso articulo Sur une généralisation de ’intégrale

définie (Sobre una generalizacién de la integral definida).
34Matemético aleman. En 1893 cuando atin estaba en Konigsberg, Hilbert comenzé una obra

Zahlbericht (Sobre teorfa de niimeros) sobre teorfa de nimeros algebraicos, la cual publica en
1897. Public6 Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la Geometria) en 1899 poniendo la
geometria en un marco axiomético formal. Hilbert realizé contribuciones a muchas areas de las
matematicas, incluyendo la teoria de invariantes, cuerpos de los nimeros algebraicos, analisis

funcional, ecuaciones integrales, la fisica matemaética, y el cdlculo de variaciones.
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Schmidt®® (1876-1959) realizaron en 1905 investigaciones sobre espacios de funciones

donde la dimensién es infinita.

Hilbert introdujo el concepto de un espacio euclideo, que basicamente siempre es de
dimension infinita, llamados mas tardes espacios de Hilbert. Este trabajo publicado
en 1909, Integral equations (Ecuaciones integrales), establece las bases para los
espacios vectoriales de dimension infinita.

Los conceptos anteriormente mencionados pertenecen al area de la matematica
denominada andlisis funcional. Los siguientes avances de los espacios vectoriales
provienen de esta rama, principalmente de los espacios de funciones.

Nathan Jacobson®® (1910-1999) entre los anos de (1951-1964) publica tres voliimenes

titulados lectures in abstract algebra, donde se cubren los conceptos bésicos de

35Matemdtico aleman. Publicé un articulo de dos partes sobre ecuaciones integrales en 1907, en
el cual estudiaba los resultados de Hilbert de una manera méas simple, y también con menos
restricciones. En este trabajo se dio lo que ahora se llama el proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt para la construccién de un conjunto ortonormal de funciones de un conjunto linealmente

independiente.
36Su doctorado lo obtuvo en 1934 con una tesis que lleva por nombre Non-commutative polynomials
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algebra lineal, la teoria de cuerpos, y la teoria de Galois. En el segundo volumen,
Jacobson le dedica un capitulo a los espacios vectoriales de dimensién infinita y
utiliza herramientas de la teoria de conjuntos para demostrar algunos resultados
relacionados con estos espacios. Este primero expresa las ideas fundamentales de
espacios vectoriales que poseen dimensién finita y luego destaca algunas diferencias
que se presentan entre los espacios vectoriales de dimension finita con los que poseen

dimension infinita.

Nathan Jacobson
(1910- 1999)

Fue miembro de la National
Academy of Sciences y la American
Academy of Arts and Sciences. Se
desempenndé como presidente de la
American Mathematical Society
desde 1971 hasta 1973. También fue
vice-presidente de la International
Mathematical Union en 1972 - 1974.

=

D
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and cyclic algebras (Polinomios no conmutativos y dlgebras ciclicas), los principales resultados se
publicaron en la revista Annals of Mathematics. Entre sus obras de gran trascendencia podemos
mencionar: The theory of rings (Teorfa de anillos, 1943), Lectures in abstract algebra (Notas sobre
algebra abstracta, 1951-1964), que abarca conceptos bdsicos, dlgebra lineal, la teoria de cuerpos
y la teorfa de Galois. Structure of rings (Estructura de anillos, 1956), Lie algebras (Algebras
de Lie, 1962), Exceptional Lie algebras (Excepcionales &lgebras de Lie, 1971), Structure and
representations of Jordan algebras (Estructura y representacion de las dlgebras de Jordan, 1968)
y su obra de mayor importancia en el dlgebra es Pl-algebras : an introduction (Una introduccién

a las PI-Algebras, 1975).



Capitulo

Estudio preliminar sobre Espacios

Vectoriales

2.1. Introduccion

Los espacios vectoriales son estructuras algebraicas que se estudian en la rama
del Algebra conocida como A/lgebm Lineal. Histéricamente las primeras ideas que
abren paso a la definicién moderna de espacio vectorial se remontan al siglo XVII,
y aparecen en areas de las matematicas, tales como: geometria analitica, matrices
y sistemas de ecuaciones lineales.

Los primeros estudios sobre estas estructuras se los debemos a: William Rowan
Hamilton (1805-1865), Edmond Laguerre (1834-1886), Arthur Cayley (1821-1895),
Hermann Grassmann (1809-1877), Giuseppe Peano (1858-1932) y Hermann Weyl
(1885-1955).

Los espacios vectoriales hoy en dia poseen una amplia aplicacién en distintas
areas de las matematicas: ecuaciones en derivadas parciales, geometria, topologia
y analisis funcional. Ademads, son de gran importancia en la fisica e ingenieria.
Estas estructuras algebraicas pueden considerarse como una de las mas estudiadas

y utilizadas en diversos campos de las ciencias.
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2.2. Espacios vectoriales

Definicién 2.1 (Espacio vectorial) Sea F' un cuerpo. Un Espacio vectorial
V' sobre el cuerpo F' es una cuaterna (V, F,+,-) tal que V' es un conjunto no vacio,
+: VXV — V es una relacion binaria en'Vy - es lo que se llama una operacion
externa en V', lo que significa simplemente que -: F xV — V. Ademds se han

de cumplir las siguientes propiedades:

(V1) Yo e VVw € Vv +w = w + v] (conocida como conmutatividad).

(V2) Vo € V. Vw € V Vz € V(v +w)+ 2 = v+ (w+ 2)| (conocida como

asociatividad).

(V3) 30y € V Vo € V[0y +v =] (el elemento Oy se denomina elemento neutro
de V).

(V4) Jw e V Vv e Viv+w = 0y] (el elemento w se denomina opuesto de v).

V1-V4, junto con + que es una relacion binaria en V', nos indica que (V,4+) es un

grupo abeliano® (o conmutativo).

(Vb)) Vae FYWweVVYweVia-(v+w)=a-v+a-w.
(V6) Vaec FVfe FYveV[(a+p) - v=a-v+ [ ]
(V7)) Vae FVYBe FYve Via-(-v) = (a-f)-v].

(V8) Yv € V[l v =] (donde 1r es elemento identidad de F ).

La relacién binaria + es llamada adicién y la operacién - es llamada multi-
plicacién escalar. Ademds a los elementos de un espacio vectorial V' se les

denomina con frecuencia vectores y a los elementos de F' como escalares.

1Su nombre se debe al matemdtico Niels Henrik Abel (1802-1829).
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Por razones de simplificacion de notacién, sia € F' 'y v € V, escribiremos av, en
lugar de « - v, en todo el desarrollo posterior de este trabajo.

Estudiemos algunos ejemplos de espacios vectoriales:

Ejemplo 2.1.1 (Espacios de las n-tuplas) Sea F un cuerpo y n € NT.

Consideremos:
F"={(a1,a,...,a,): (; €F AN 1<i<n)}

entonces los elementos (ay,as,...,a,) € F™ y (by,be,...,b,) € F™ son iguales
sty solo st a; = b;, para cualquier 1 <1 < n. Se definen la operacion de adicion y

multiplicacion escalar como:

(al,ag,...,an)+(b1,b2,...,bn) = (a1+bl,a2+b2,...,an+bn) (21)
alay,ag, ... a,) = (aag,aag,...,«a) (2.2)

Asi (F", F,+,-) es un espacio vectorial.

El elemento neutro de F™ es:

n—uveces
A\

Ve

(0p,0p,...,0F)
Sia=(a,aq,...,a,) € F™, el elemento opuesto de a es:
(—(11, —ag, ..., —an) = —a.

Las definiciones correspondientes al siguiente ejemplo la podemos encontrar en el

apéndice del documento en la seccién B.2.

Ejemplo 2.1.2 (Espacios de las sucesiones infinitas) Sea F' un cuerpo y V
el conjunto de todas las sucesiones infinitas. Se dice que dos sucesiones infinitas
{a,} vy {b.} son iguales siy sélo si cada una de sus componentes son iguales, es
decir:

{an} = {0} <= ai=b (VieN") (2.3)
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y las operaciones de adicion y multiplicacion escalar se definen del siguiente modo:

{an} + {0} = {an +0b,} (2.4)
afa,} = {aa,} (2.5)

en donde {a,} € V. y {b,} € V, a € F. Entonces (V,F,+,-) es un espacio

vectorial.

Ejemplo 2.1.3 (Espacios de funciones) Sea F un cuerpo. El conjunto F¥' (ver
apéndice, seccion B.1), con las operaciones de adicion y multiplicacion escalar

definidas de la forma siguiente:

(f+9)(x) = f(x)+g() (2.6)
(af)(x) = af(z) (2.7)

endondex € F, f € F' y g e FI'. Entonces (F¥', F,+,-) es un espacio vectorial.

Se observa que + es una relacién binaria en F¥'. Probaremos la asociatividad de +

(V1) como a manera de ilustracién. Si f € FF', ge FI' y he FF por lo tanto:

[(f+9)(@)]+h(z) = [f(z)+g(z)]+h(z) * Por 2.6.
= f(z)+ [g(z) + h(z)] * Por asociatividad en F'.
= flx) +[(g+ h)(@)] * Por 2.6.

El elemento neutro de F¥' es la funcién 0xr, definida como:
Opr : F — F
r +— Op =0pr(x)
y si f € FF, su elemento opuesto es —f € FF. Las propiedades que faltan por

probar (V4-V8) son obvias y por esta razén se omiten.

Ejemplo 2.1.4 (Espacios de las funciones continuas) Sean F =R y Cla, b
con la operaciones de adicion y multiplicacion escalar definidas de igual forma que

en 2.6 y 2.7. Entonces (Cla,b],R,+,-) es un espacio vectorial.
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Se puede cambiar el cuerpo F' = C y de igual forma (Cla,b],C,+,-) es un espacio

vectorial.

Ejemplo 2.1.5 (Espacios de las funciones polinomios) Sea F un cuerpo, F[x]

el conjunto de todos los polinomios y m € N. Se tiene que:

Fla] = {aotamz+-+apz™+--:(e; €F, 0<i<00),

tal que Im e Nk >m = a, =0}

Consideremos p(x) € Flz] (p(x) # 0), por definicion Im € N tal que k > m,
entonces ar, = 0. Sea n el menor entero con esa caracteristica (que eziste por el
Principio del entero minimo, ver [20]); entonces podemos escribir p(x) como:

n

pla) = a’

Jj=0

tal n se denomina grado de p(x) y se denota por grad(p(zx)). Por tanto si

p(z) = Zajxj y q(z) = ijxj y aekl
=0

J=0
se definen la operacion de adicion y multiplicacion escalar asi:

T

p(r) +q(z) = Z(aj + ;) (2.8)

ap(@) = 3 (aay) (29)

J=0

En donde r = maz{n, s}. Entonces (Flx],F,+,) es un espacio vectorial.

Ejemplo 2.1.6 (Espacios de funciones medibles) Sea FF' = R un cuerpo
(también se puede tomar F' = C). Sea Lo(p) el conjunto de todas las funciones

medibles (ver apéndice B.3) y lo escribimos como sigue:

Lo(p) ={f € R*: f es medible}
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para indicar el cuerpo sobre el cual se esta trabajando muchas veces se escribe
Lo(p,R) (y Lo(u, C), si se estd trabajando con el cuerpo de los nimeros complejos).
St definimos la adicion y multiplicacion escalar tal como se realizé en 2.6 vy
2.7, entonces (Lo(p), R, +,) es un espacio vectorial (igualmente, también se puede

asequrar que (Lo(p),C,+,-) es un espacio vectorial).

Ejemplo 2.1.7 (Espacios de matrices) Sea F' un cuerpo y sean m € NT,
n € NT. El conjunto M™ ™(F) de todas las matrices m X n con entradas en el
cuerpo F' es un espacio vectorial, con las operaciones de adicion y multiplicacion

por escalares definidas del siguiente modo:

[Alij + [Blij = [A+ Bl (2.10)

en donde 1<i<m,1<j<n,[A;e M™™F) y [B];€ M™"(F).

El elemento neutro de M™™(F') es Oppmxn(ry = [0p];;. El elemento opuesto de
[A]Z] € men<F) €S —[A]Z] € men<F)
Veamos que se cumple (V5) y las otras propiedades de espacios vectoriales se

prueban de manera similar. Si a € F, [A];; € M™"(F) y [B];; € M™"™(F)

entonces:
a([A];; + [Blij) = o[A+ Bliy) * Por ecuacién 2.10.
= ([a(A+ B)]i;) * Por ecuacion 2.11.
= [aA+ aBJj; * Por distributividad en F.
= [aAl;; + [aB);; * Por ecuacion 2.10.
= «afAl;j + o[B);; * Por ecuacion 2.11.

Proposicién 2.2 Sea (V) F,+,-) un espacio vectorial. Entonces:

1. El elemento neutro de V', es decir Oy, es unico.
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2. El elemento opuesto de v es unico y se denota por —uv.

3. Para todo v € V', se tiene que:

v+Uv =0 = v = 0y. (2.12)

4. Yo € F[OéOV = Ov]
5. Yv € V[0pv = Oy]. (donde Of es el elemento neutro de F).

6. Seana € F' y v eV, entonces:

[(CMU = Ov) <~ (Oé =0 V v= Ov)] (213)

7. Va € FYv € V](—a)v = —(av)].

8. Dado u,v € V', existe un unico w € V', tal que w + u = v.

La demostracién de esta proposicién es rutinaria y se puede encontrar en [7] o

[19].

2.3. Subespacios vectoriales

Definicién 2.3 (Subespacio vectorial) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial. Un
subconjunto W no vacio de V es un subespacio vectorial de V, si W es un
espacio vectorial sobre el cuerpo F, con las mismas operaciones de adicion y

multiplicacion escalar definidas en V. Lo denotamos como W < V.

Se escribird W es un subespacio vectorial de V', en lugar de (W, F,+,-) es un
subespacio vectorial de (V| F,+, ), para simplificar la notacién.
La siguiente proposicion proporciona una manera mas sencilla de determinar si un

subconjunto de un espacio vectorial es un subespacio vectorial.
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Proposicién 2.4 Sea (V, F,+,) un espacio vectorial. Un subconjunto W # () de
V' es un subespacio vectorial de V' si para todo v,w € Wy «,p € I, se tiene que

av+ pw e W.

La demostracion de este resultado se encuentra en [8].
Considérese algunos ejemplos de subespacios vectoriales para facilitar la compren-

sion de este concepto:

Ejemplos 2.4.1 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial. Se tiene que V es un
subespacio de si mismo, es decir, V < V. Ademds, el conjunto formado unicamente
por el elemento neutro de V' constituye un subespacio de V', es decir, {0y} <V, a
este subespacio se le conoce como subespacio nulo. Los dos subespacios anteriores
son conocidos como subespacios triviales o impropios. Asi que cualquier

subespacio vectorial distinto a los anteriores se les denomina subespacios propios.

Ejemplo 2.4.2 Sea [A];j € M™™(F), con mne Nt y 1<i<m,1<j<n.
Entonces:

K(A)={r € F"™': Ar=0pn}

es un subespacio vectorial de F™.

Ejemplo 2.4.3 (Subespacios de las sucesiones convergentes) Sea (V, F,+,)
el espacio vectorial de las sucesiones infinitas de nimeros reales (ver ejemplo 2.1.2)
y sea W el conjunto de todas las sucesiones infinitas de numeros reales que conver-

gen a 0, es decir:
W:{{an}EV: lfm an:()}
n— oo

Entonces W < V.

Ejemplo 2.4.4 Sea (V,F,+,-) el espacio vectorial de las sucesiones infinitas,

podemos considerar que F' = C y {a,} una sucesion infinita de nimeros
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complejos. Sea p € N, definimos el conjunto W de la siguiente manera:

W = {{an} : Z|an|p < oo}

n=1

Entonces W es un subespacio vectorial de V.

Notemos que + es una relacién binaria en V', ya que si  {a,}, {b,} son elementos

de V, se verifica que:

0o 1/p 0o 1/p . 1/p
<Z|an+bn|p> < (Z |an|p) + (Z |bn|p) (2.14)
n=1 n=1 n=1

tal desigualdad es conocida con el nombre de desigualdad de Minkowski’s y la

demostracién de este resultado puede encontrarse en [15].

Ejemplo 2.4.5 (Subespacios de funciones)
1. Cla,b) < FF.
2. Flz] <Cla,b].

3. Lo(u,R) < FF.

Ejemplo 2.4.6 (Subespacios de funciones diferenciables) Sea Dla,b] el con-

gunto de todas las funciones diferenciables en el intervalo [a,b], entonces:
Dia,b] < Cla, b].

Proposicién 2.5 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial y {U;}ie; una familia de
subespacios de V. Entonces:

U<V (2.15)

Es decir, la interseccion arbitraria de una familia de subespacios vectoriales es

también un subespacio de V.
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Ademas podemos afirmar que si (V, F,+,-) es un espacio vectorial y {U;};c;r una
familia de subespacios de V', entonces:

Jui

icl
no es, en general, un subespacio vectorial de V.

Obsérvese que si U <V 'y W <V, entonces UUW es un subespacio de V si

y s6lo si uno de ellos esta contenido en el otro, es decir:
UUW<V <« UCW v WCU) (2.16)

Un ejemplo es bueno para sustentar la observacion realizada anteriormente.
Supongamos que (V, F,+, -) es un espacio vectorial y que V = R?, ademds se define

de la siguiente manera los siguientes conjuntos:
U = {(z,y) eR?*: z+y=0}
W= {(z,y) eR*: z-y=0}

y es facil ver que tanto U como W son subespacios de V. Por consiguiente:
UUuW ={(z,y) €ER*: (z+y=0 V z—y=0)}

Ahora, se puede notar que U U W no es un subespacio de V', puesto que no se
cumple la proposicién 2.4, porque si tenemos por ejemplo que u = (2,-2) € U y
w = (2,2) € W, entonces u+w = (2,-2) + (2,2) = (4,0) ¢ U UW. Por lo tanto
U U W no es un subespacio de V.

En la mayoria de los casos no se cumple que + es una relacién binaria en U UW y

el ejemplo anterior es una muestra de este hecho.

Definicién 2.6 (Suma) Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial y U, W ambos

subespacios vectoriales de V. La suma U + W se define como:

U+W=A{u+w:(uelU AN weW)} (2.17)
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=T

Figura 2.1: Unién de subespacios

Podemos extender esta definicion a sumas finitas de subespacios vectoriales como: si
I es un conjunto de indices finito (es decir, I = {1,2,...,n}, conn € NT) entonces
la suma de una familia de subespacios {U;}icr es el conjunto de todas las sumas
finitas de vectores de la unidn de los {U;}ier:

Y U={wm+u+ - +u: (4, €U; A 1<i<n A neN')}

i€l

2.4. Combinaciones lineales

Definicién 2.7 (Combinacién lineal) Sea (V. F,+,-) un espacio vectorial. Si
W CV y HCF, entonces cualquier elemento de V escrito de la forma siguiente:
Z W = Wy + Qg + - -+ + awy, (2.18)

=1

con oy € H y w; € W es una combinacién lineal de W con coeficientes

escalares en H.

Si se tiene que v € V' y

n
v = E ;W5
1=1
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entonces se dice que v es combinacién lineal de los elementos wy, ws, ..., w, € W.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de W, lo denotaremos como L(W).

Es decir:

L(W):{ioziwi: (e F N w,eW A neN*)} (2.19)

Para cada v € V, el conjunto de todas la combinaciones lineales de {v} C V se

escribe como L({v}), pero se usard L(v) en lugar de L({v}) para simplificar la

notacion.

Proposicién 2.8 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y W CV (con W #0). Se

tiene que:
1. L(W) < V.
2. SiU C W, entonces L(U) C L(W).
3. Si ademds W <V, entonces L(W) = W. Asi que:
L*(W)=LLW))=W
y en general
LFW)=L(W)=W, VkeNT

4. L(W) es el menor (en cuanto a la contencidn) subespacio que contiene a W.
5. Si I es un conjunto de indices finito (es decir, I = {1,2,...,n}, conn € NT)

y {Witier una familia de subespacios de V. Entonces:

I (U Wi) -y Lom)
i=1 i=1
y ademas
c{(yw) - Aw
i=1 i=1

de hecho, en este caso se puede considerar un conjunto de indices cualesquiera

y se sigue cumpliendo la aseveracion realizada.
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Demostracion:

(1)

(2)

i) L(W) # (). Por hipdtesis se tiene que W # (), por lo tanto existe w € W'y
por la definicién 2.1-V8 w = 1pw, asi que w € L(W) # (.

ii) L(W) C V. Es inmediata por definicién de L(W).

iii) Si o, 5 € F'y u,w € L(WW), entonces podemos escribir a

(u = Z ow, AN w= Z ij])
i=1 j=1
por definicién de L(W). Asi que:

au+ fw = aiaiwi +B25jwj
=1 j=1

n

= ) alow) + Y B(Bw))

i=1 j=1
n n

= > (ea)w + > (88w

i=1 j=1

n n
=1 j=1

y entonces , au + fw € L(W). Por consiguiente, por la proposicién 2.4

L(W) < V.

Debemos demostrar que si U C W, entonces L(U) C L(W). Si u € L(U),
entonces existen uy, us, ..., u, € Uy ag,qs,...,a, € F (conn € NT), tal que

podemos escribir a u de la siguiente manera:

n
u = E a;U;
i=1
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(3)

Ahora, como {uy, us, ..., u,} C U, entonces por hipétesis se tiene que U C W,

asi que {uy,us,...,u,} € W. Por lo tanto:

u= Z%‘Uz‘ e L(W)
i=1

Si W <V, entonces L(W) =W.

Tenemos que probar que W C L(W) y ademés L(W) C W.
(C) W C L(W) es inmediata.

(2) L) C W,

Si tenemos que w € L(W), entonces por definiciéon de L(W) existen
Wy, Wo, ..., wy €Wy aj,ag,...,an, € F (con n € NT) tal que w se escribe

como:
w = Z aw; € L(W)
i=1

y por la proposicién 2.4, se tiene que w € W. Luego L(W) C W. Por lo tanto,

de (C) y (D) se obtiene que:
LW)=W

Ahora, debemos probar que:

y como sabemos por 1) que L(W) < V, entonces por lo anteriormente

demostrado, tenemos que:

y como por hipdtesis W < V| se tiene también por lo que previamente se
probd que

LX(W) =W



2.4 Combinaciones lineales 43

Utilizando un razonamiento similar, se obtiene que:
LFW) =W (con k € NY)
o

(4) Ahora probemos que L(T¥) es el menor (en cuanto a la contencién) subespacio

que contiene a W. Es decir, demostremos que:
LW)=({UCV: WCU A U<V)}
Q) LW)CUCV: WCU N U<V}

Supongamos que U < V', tal que W C U, asi que por 3), L(U) = U y como
W C U, entonces por 2)

por lo tanto:

asi que por definicién de interseccion

LW)C({UCV: WCU A ULV}

O)MWUCV: WCU A U<LV)}CLW)

Sabemos por 1) que L(W) <V y que ademas W C L(W) (por definicién de
L(W)). Por lo tanto

LW)e(fUCV: WCU A ULV)}
y por definicién de interseccién

(WUCV: WCU A U<V)}CLW)
y por (C) y (D) se obtiene que:

LW)=({UCV: WCU A U<V)}
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(5) Debemos demostrar que:

(C) Veamos que:

Supongamos que {W;}?, es una familia de subespacios de V. Entonces
por 1) se tiene que {L(W;)}?, es una familia de subespacios de V', y por

definicién 2.6 (definicién de suma) es facil observar que:
Z L(W;) <V
i=1

Veamos que:

n n
Uwicd Lom)
i=1 i=1
Supongamos que:
n
w e U Wi
i=1
entonces por definicién de unién existe un j € {1,2,...,n} tal que w € Wj; y

por definiciéon de L(W;), se tiene que w € W; C L(W;) y por definicién 2.6:

por lo tanto

asi que:

y por 2) tenemos que:
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y €omo:
S Lwy) <V
i=1
por 3) se obtiene que:
LS ) - 3w
i=1 i=1
por consiguiente:
L (U Wi) C > LWy
i=1 i=1
(2) Ahora nos falta por ver que:
d LW CL (U Wi)
i=1 i=1
si tenemos un j € {1,2,...,n} (con n € NT), en donde j es un nimero fijo,

entonces por definicién de unién se tiene que:

W; C U W; entonces por 2) L(W;)C L (U I/VZ>

i=1 =1

A continuacién demostraremos la contencién:

S LW)CL (U Wi>
=1 =1
Supongamos que:
we >y LW
=1

entonces w se puede escribir como:
n
wW=w +Wy+ -+ Wy, = E (0
i=1

en donde w; € L(W;) (coni € {1,2,...,n}, n € N*) pero como:

LWy C L (O Wi)
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para j € {1,2,...,n} (j fijo), tenemos que:

—

I
—

wJ‘GL(Wj)QL<

)

(2

por consiguiente:

e (Ow)

i=1
y como tenemos que:

()=

se tiene por la proposicién 2.4 que:

i=1 1

1=

asi que:

ypor (C) y (2) se obtiene que:

Z L(W;)

De 5), nos falta por probar que:

()0

el el

(0n

Ti
N—

Sabemos que {W;}ie; es una familia de subespacios de V y por la

proposicién 2.5 se tiene que:
(W <V
i€l

y por 3), obtenemos que:

LGWQ:QM

el el
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2.5. Sistemas de generadores

Definicién 2.9 (Subespacio vectorial generado por W) Sea (V, F,+,-) un es-
pacio vectorial. St W C V| llamaremos subespacio vectorial generado por W

a la interseccion de todos los subespacios de V' que contienen a W. Lo denotaremos

como (W). Es decir:
Wy=({UCV:WCU A U<V)}

Notar que (W) es un subespacio (por proposicién 2.5) y ademés siempre existe pues
V <V (por gjemplo 2.4.1) y W CV.

Ademads por convencién se tiene que (f) = {0y }.

Proposicién 2.10 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial. Si W # 0 y W C V;

entonces:

<W>:{UEV:EInEN+, do; € F, Jw; € W, 1 <i<n, tal que v:Zaiwz}
i=1

Lo que se expreso en esta proposicion es que:

y la demostracion de este resultado se realiza de manera similar que para el caso de
la teorfa de grupos, anillos y médulos, para esto consultar [20]. En la mayor parte

del trabajo utilizaremos la notacién de L(W), en lugar de (W).

Definicién 2.11 (Sistema generador de V) Sea (V,F,+,-) un espacio vecto-
rial y W un subconjunto de V. Si L(W) = V, se dice que W es un

sistema generador de V.

Ejemplo 2.11.1 (Sistema generador del espacio de las n-tuplas) Tenemos

por ejemplo 2.1.1 que (F™, F,+,-) es un espacio vectorial y si 1 < i < n, con
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n € N*. Se define a e; € F™ como:

posicion 1
=
€iI(OF,0F,...,OF, 1F ,OF,...,OFZ

[\

n—tuplas

por ejemplo:
posicion 3

PNy
e3 = (0p,0p, 1lp ,...,0p)

y definimos el conjunto W como sigue:
W={e,: 1<i<n A neN"}

entonces W es un sistema generador de F™. En efecto, si v = (vy,vq,...,0,) € F™,

se tiene que:
n

v=(v1,V2,...,0,) = Zviei

=1

Ejemplo 2.11.2 (Sistema generador del espacio de los polinomios) Sabemos
que (F[z], F,+,-) es un espacio vectorial (por ejemplo 2.1.5). Entonces si definimos

W de la siguiente forma:
W={z': (0<i<oo A i€N)} (2.20)

Asumiendo que 2° = 1, tenemos que W es un sistema generador de V. Es decir:

Ejemplo 2.11.3 (Sistema generador del espacio de matrices) Consideremos
el espacio vectorial (M™"(F), F,+,-) (por ejemplo 2.1.7) y si m,n € Nt  con

1<i<m,1<p<m,1<j<n y 1<q<n. Sedefine:

a1 a2 - Qg - Qip
21 Q22 -+ Q¢ *°° QAgp
Eij =
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donde las entradas de las matrices vienen dadas por la siguiente expresion:

lp si(p=1 A q=17j);
Op si(p#i N q#7j)

Por consiguiente, definimos el conjunto W como sigue:

apg =
W={E;: 1<i<m A 1<j<n)} (2.21)

por lo tanto, los elementos de M™ ™ (F') pueden escribirse como combinacion lineal

de W, es decir, L(W) = M™™(F).

Proposicién 2.12 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial. Si U C V es un sistema
generador de' V..y W C V| tal que U C L(W). Entonces L(W) =V, es decir,

W es un sistema generador de V.

Demostracion:

Sabemos por hipdtesis que L(U) = V' y que ademas U C L(W), entonces por la

proposicion 2.8-2:

asi que V C L(W) y es evidente que L(W) C V. Por lo tanto:
V =L(W).
(]

Definicién 2.13 (Finitamente generado) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y
W C V. 85 W es un sistema generador de V. y W es finito, se dice que V es

finitamente generado por W.
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Definicién 2.14 (Infinitamente generado) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial.

Diremos que V' es infinitamente generado por W, si W es infinito y V.= L(W).

Ejemplo 2.14.1 Si tenemos a W definido como en el ejemplo 2.11.1, es decir:
W={e;: (1<i<n A neN}

entonces F" es finitamente generado por W. De hecho, |W|=n, con n € N*.

Ejemplo 2.14.2 §i tomamos el conjunto W definido como en el ejemplo 2.11.3,
entonces M"™ "(F') es finitamente generado por W. Ademds, |W| = mn, con

m,n € NT,

Ejemplo 2.14.3 El espacio vectorial (F[z]|, F,+,-) es infinitamente generado por
W, W definido tal y como se realizo en el ejemplo 2.11.2.

Un espacio vectorial puede ser finitamente generado e infinitamente generado. Por

ejemplo, si tomamos el espacio vectorial (F", F,+,-) vy
Wi={e;: (1<i<n A neN")}

entonces se tiene que F" = L(W7), pero también se observa que si Wy = F",
entonces F = L(W5). En este ejemplo se muestra que un espacio vectorial puede
tener varios sistemas generadores.

Para ser mas preciso en este aspecto introducimos la siguiente definicion:

Definicién 2.15 (Estrictamente infinitamente generado) Un espacio vecto-
rial (V,F,+,-) es estrictamente infinitamente generado si es infinitamente

generado y no es finitamente generado.

Ejemplo 2.15.1 El espacio vectorial (F[z|, F,+,-) es infinitamente generado por

W (W definido tal y como se realizd en el ejemplo 2.11.2), como se especificé en
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el ejemplo 2.14.3, mds no es finitamente generado, ya que si existe un k € N1, tal

que:

y ademds:

y facilmente se comprueba que 7 & L(U).

2.6. Independencia lineal

Definicién 2.16 (Independencia lineal de conjuntos finitos) Sea (V) F,+,)

un espacio vectorial y W = {wy,ws,...,w,} un subconjunto finito de V, se
dice que W es linealmente independiente o que wi,ws,...,w, son linealmente
independientes si para cualesquiera oy, s, ...,q, € F se tiene que:

Zaiwi:() = ;=0 (i=1,...,n)
i=1

Si un subconjunto W de un espacio vectorial V' no es linealmente independiente,
entonces se dice que tal subconjunto es linealmente dependiente.

La definiciéon anterior se extiende de forma obvia a un conjunto arbitrario W.

Definicién 2.17 (Independencia lineal) Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial.
Un subconjunto no wvacio W de V es linealmente independiente si todo

subconjunto finito de W es linealmente independiente.

Por lo tanto, un conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno de

ellos puede ser escrito como combinacién lineal de los vectores restantes. Es decir:

Vw € Wlw ¢ L(W\{w})]



52 Estudio preliminar sobre Espacios Vectoriales

y W ={wy,ws,...,w,} subconjunto de V' es linealmente dependiente si y sélo

st existen aq, aw, ..., a, € F' no todos nulos, tales que:

n

E o, W; = 0

i=1
Entonces, tenemos las siguientes propiedades:

= Si un conjunto de vectores es linealmente independiente cualquier subconjunto

suyo también es linealmente independiente.

= Si un conjunto de vectores es linealmente dependiente también lo es todo

conjunto que lo contenga.

= En un subconjunto linealmente independiente ninguno de los elementos del
conjunto puede ser el elemento Oy, es decir, que un conjunto que contenga
a Oy es linealmente dependiente, pues para cualquier o € F, se tiene que

a0y = Oy (por proposicién 2.2-4).

Ejemplo 2.17.1 Los elementos de W definidos tal y como se realizé en el ejemplo
2.11.1, es decir:
W={e;: 1<i<n A neN"}

forman una familia linealmente independiente.
Ejemplo 2.17.2 Sin,m € Nt y si se tiene que:
W={E;: 1<i<m A 1<j<n)}

(definido de manera similar al ejemplo 2.11.8) es un conjunto linealmente

independiente.

Ejemplo 2.17.3 El conjunto W del ejemplo 2.11.2 es linealmente independiente.

Se puede observar que W es un conjunto infinito, pero por la definicion 2.17, para
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ver que W es linealmente independiente basta con ver que cualquier subconjunto
finito de este es linealmente independiente. Asi que, para todo n € NT, se debe
probar que {1,x, 2%, ..., 2"} es linealmente independiente. Supongamos que existen

ag, ai, . ..,a, € C, tal que:
ap+ arx+ -+ apx” =0; Ve e C

El teorema fundamental del dlgebra garantiza que todo polinomio de grado n, con
coeficientes complejos, tiene exactamente n-raices, no necesariamente distintas,
pero en este caso se debe contar las raices con sus multiplicidades. Entonces es

immediato que debe cumplirse que:
CL():CLI:CLQ:"':CL”:O.

Lema 2.18 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y W un subconjunto linealmente
independiente de V. Siv € VAW, se tiene que WU{v} es linealmente independiente

sty solo st v no es combinacion lineal de los elementos de W.

Demostracion:

(=) Supongamos que v es combinacién lineal de los elementos de W. Sin
perder generalidad, tomemos un subconjunto finito de W, digamos que es
{wy,wy,...,w,} € W, con n € N, en la cual existen ay,as,...,a, € F, tal

que:

n
v = ZOJZ'U)Z'
i=1
n
U—Zaiwi = Oy
i=1

y asumiendo que (5; = —q;, se tiene que:
Lpv + Brwy + Bows + -+ + Brwy, = Oy

entonces {v, wy, wy, ..., w,} es linealmente dependiente. Contradiccién con el hecho

de que W U {v} es linealmente independiente.
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o
(<) Supongamos que W U {v} es linealmente dependiente. Por tanto existe
X C W uU{v} (X finito) tal que X es linealmente dependiente. Ademds como
W linealmente independiente, necesariamente v € X. Asi que podemos suponer,
sin perder generalidad:

X ={v,wy,ws,...,w,}

en donde w; € W, 1 < i <n, n € Nt. Por lo tanto, existen a, a1, as,..., o, no

todos nulos, tales que:

av + aqwy + aws + - -+ aw, = Oy

av + (aqwy + awws + - - - + awy,) = Oy

= Si a = 0p, tenemos aq, s, ..., «a, no todos nulos, tal que

n
E o;W; = OV
=1

contradicciéon con el hecho de que W es linealmente independiente.

s Si a # Op, se tiene que:

n

av = —E ;W5

i=1

av = E —OGW;

=1

por propiedad distributiva y asociatividad, se obtiene:
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en donde \; = o' (—q;). Asi que v es combinacién lineal de {wy, ws, ..., w,}
y esto es una contradiccion con la hipdtesis de que v no es combinacion lineal

de los elementos de W.
O

Definicién 2.19 (Linealmente independiente maximal) Sea (V,F,+,:) un
espacio vectorial y W C V', tal que W es no vacio. Diremos que W de V es

linealmente independiente maximal si:
1. W es linealmente independiente.

2. Yw e V\W[W U{w} es linealmente dependiente].

2.7. Base de un espacio vectorial

Definicién 2.20 (Base finita) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial. Si B C V

y B es finito, se dice que B es una base finita de V si se cumple que:

(i) B es linealmente independiente.
(ii) L(B) =V.

Ejemplo 2.20.1 Si W ={e; : (1 <i<n A n e N} este conjunto es una
base finita para (F™, F,+,-); Puesto que F" es finitamente generado por W (por
ejemplo 2.14.1) y ademas W es linealmente independiente (por ejemplo 2.17.1).

Por lo tanto W es una base finita de F™ y se le conoce como base canénica.

Ejemplo 2.20.2 Sabemos que (M™ ™ (F), F,+,-) es finitamente generado por W
definido como en el ejemplo 2.11.3 (por ejemplo 2.14.2) y ademds W es un conjunto
linealmente independiente (por ejemplo 2.17.2), entonces W es una base finita de

M™¥M(F) y tenemos que W posee mn elementos (con m,n € NT).
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Teorema 2.21 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial, tal que V' es distinto del espacio
nulo. Sea W C V' y V' finitamente generado por W. Sea U un subconjunto de W

linealmente independiente. Entonces existe una base finita B de V tal que:
UCBCW

Demostracién:

(i) A continuacién se demostrara la existencia de B y veremos que 8B C WW.

Sea U = {uy,ug,...,u,} ycomo U CW (por hipétesis) con |W| > n.

La idea principal de la prueba es extender el conjunto U hasta obtener una base
finita de V.

Si U genera a V, entonces U es una base finita, puesto que U es linealmente
independiente (por hipétesis). Pero si U no genera a V', como W genera a V;
existe u,y+1 € W\L(U). Entonces por el lema 2.18 U,yy = U U {up1} es
linealmente independiente. Si U, ;1 genera a V', entonces esta lista la demostracién.
No obstante, si U, ;1 no genera a V', entonces U, o = U,+1U{u, 2} es linealmente
independiente (donde 10 € W\L(U,41)). Ast que si U, 1o genera a V', esta lista
la demostracion.

Este proceso debe culminar luego de un nimero finito de pasos pues V' es generado
por W y W es finito. Asi se continua de este modo el razonamiento hasta U, y se

llega a un conjunto:

Un=UU{tUpi1,Uns2y s Um} = Up_1 U{un}

que es una base finita de V.

(ii) B C W. Es inmediata de la definicién de base finita de V.

O
Del teorema anterior se puede obtener que para espacios vectoriales que poseen una

base finita:
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= Un subconjunto linealmente independiente en V', esta contenido en una base

de V.

= Un subconjunto que genere a V' contiene al menos una base de V.

Teorema 2.22 (Existencia de la base) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial, tal

que V- # {0y} y es finitamente generado. Entonces existe una base finita para V.

Demostracion:

Supongamos que W = {wy,ws,...,w,}, con n € NT y que W genera a V (por
hipétesis, V' es finitamente generado). Debemos encontrar un subconjunto U de W,
tal que U es linealmente independiente y utilizar el teorema 2.21, para garantizar
la existencia de la base.

Sabemos por hipétesis que L(W) =V y V # {0y}, asi que:
LW)=V #{0y} = dJxeW, tal que x+# Oy

Entonces U = {z} C W, sabemos que {z} es un subconjunto linealmente

independiente, puesto que:
(ax =0y) <= [(a=0y) V (z=0y)]

por teorema 2.2-6 y como x # Oy, entonces o = Oy. Como {z} C W, entonces por

teorema 2.21, existe una base finita B de V', tal que:
U={z}CBCW

O

Se pueden realizar algunas observaciones en particular con respecto a las bases de

los espacios vectoriales:

= Las bases son conjuntos ordenados.
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= Un espacio vectorial puede tener bases diferentes. En general, pueden existir
infinitas bases distintas para un mismo espacio vectorial. Por ejemplo, sabemos
que:

W={e: 1<i<n A neN'}

es una base finita para F" (por ejemplo 2.20.1). Pero también se tiene que si

los elementos [y, B, ..., B, de F™ son definidos como sigue:

B = {2,0,0,...,0}
ﬁg - {0,1,0,...,0}

B = {0,0,0,...,1}
entonces B = {5, Ba, ..., Bn}, es también una base finita de F™.

Definicién 2.23 (Base de Hamel infinita) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial.
SiB C V y B es un conjunto infinito, se dice que B es una base de

Hamel infinita de V si se cumple que:

(i) B es linealmente independiente.
(ii) V es estrictamente infinitamente generado por B.

Ejemplo 2.23.1 $i B = {z': (0<i<oo A i€ N)} ypor el ejemplo 2.15.1,
sabemos que (F|x], F,+,-) es estrictamente infinitamente generado por B. Ademds

por el ejemplo 2.17.3, B es linealmente independiente. Por consiguiente, 8 es una

base de Hamel infinita de Fx].

Teorema 2.24 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial, tal que V' # {0y }. Sea W CV
y V estrictamente infinitamente generado por W. Sea U un subconjunto de W
linealmente independiente. Entonces existe una base de Hamel infinita B de V', tal
que:

UCBCWwW
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Teorema 2.25 (Existencia de la base) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial, tal
que V # {0y} y es estrictamente infinitamente generado. Entonces existe al menos

una base de Hamel infinita para V.

Para la demostracién del teorema 2.24 y 2.25 hay que utilizar una herramienta un
poco mas sofisticada, como el lema de Zorn (Lema A.14 o su equivalente el axioma

de eleccién) y en el préximo capitulo se realizara la demostracién.

2.8. Dimension de un espacio vectorial

Lema 2.26 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y B una base finita de V' (es decir,

B = {v1,vg,...,0,}, conn € NT). Entonces:

(a) Si un subconjunto de V tiene mds de n elementos, entonces este subconjunto

es linealmente dependiente.

(b) Si un subconjunto de V' tiene menos de n elementos, entonces este subconjunto

no genera a V.

Demostracion:

(a) Sea W = {wy,ws,...,wy,}t CV (conm e NT), tal que m > n.

Ya que:

B = {v1,v9,...,0,}, con n € NT

es una base finita de V, entonces para cada w; € W existen a;; € F (en
donde 1 <i<n y 1< j<m)tales que podemos escribir los elementos
de W como combinacién lineal de los elementos de B (por definicién 2.20, B

genera a V' y entonces cada elemento puede expresarse en forma tnica como
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combinacién lineal de elementos de 9B, por proposicién 2.10) asi que:

w; = QU] + Q2102 + -+ Qp1Uy
Wg = Qa1 + QiU + *+ + Qipa¥ly (2.22)
Wy = QU1 + GopUz + - - + Oy Uy
Para probar que W es linealmente dependiente se debe encontrar
A1, Ao, ..., A € F no todos nulos, tales que:
MWy + Agwa + -+ + AWy, = i Ajw; =0 (2.23)
j=1

Usando las ecuaciones 2.22 y 2.23, podemos reescribir 2.23 como:
)\1(0(111)1 + Q91Ug + -+ anlvn) + -+ )xm(oqmvl + a9y + - - -+ anmvn) =0

por consiguiente, por propiedad distributiva, la asociatividad y conmutativi-

dad se obtiene que:
(Aroar + Aoz + - - -+ A )vr + - -+ (Arant + Ao + -+ A ) U, = 0

Asi que, de la independencia lineal de 9B (definicién 2.20), el problema
de probar que W es un subconjunto linealmente dependiente, se reduce a
encontrar Ay, Ag, ..., A\, € F no todos nulos, tales que satisfacen el siguiente

conjunto de ecuaciones lineales:

0411)\1 + 0612)\2 + -+ &lmAm = 0

a1\ + agedg + -+ agp A, = 0
21A1 2272 2 (2.24)

anl)\l + O5712)\2 4+ O5nm)\m =0

pero como m > n, el sistema de ecuaciones lineales 2.24 tiene mas variables

que ecuaciones, entonces el teorema B.6, nos garantiza la existencia de
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soluciones no triviales. Por lo tanto, el subconjunto W es linealmente

dependiente.

o

(b) Sea U = {uj,ug,...,upn} €V (con m € N*t), tal que m < n. Se debe
demostrar que U no genera a V. Vamos a realizar esta demostracion por
reduccién al absurdo, suponemos que U genera a V' y se llega a la conclusién
de que B es linealmente dependiente (contradiccién con el hecho de que B es

una base finita).

Supongamos que U es un sistema generador de V' (es decir, L(U) = V);
entonces por definicién de L(U), cada elemento de V' se puede escribir como
combinacion lineal de los elementos de U. En particular, los elementos de la
base finita B, v; € B (1 < i < n, n € NT) se escriben como combinacién

lineal de los elementos de U, es decir, existen oy; € 'y u; € U, tales que:

V1 = QU1 + QoiUs + 0 F QiU
Vg = QU] + QU + -+ + Aol
e (2.25)
Up = QuaU1 + Qopls + -+ - + Qpply,
entonces, obtenemos la contradicciéon de demostrar que existen
A1, Ao, ..., A, € F no todos nulos, tales que:
n
)\11}1 + AQ'UQ + -+ /\nvn = Z /\ivi =0 (226)
i=1

Pero sustituyendo 2.25 y 2.26, obtenemos que:
)\1 (a11u1 + QU + - - -+ amlum) +---4+ /\n(oqnul —+ aopg + - - -+ ozmnum) =0
Asi que:

(Arang + Aoaqg + -+ Apagn)ur + -+ -+ (A + Asaume + -+ - + A )t = 0
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Ahora como m < n, sabemos que todo subconjunto de un conjunto
linealmente independiente, debe ser también linealmente independiente, es
decir:

(UCW AN Wesli) = U esli

por lo tanto, debe cumplirse que:

a1 +apAe + -+ agpA, = 0
QoA + @A + -+ agp A, = 0 (2.27)

Oéml)\l + O‘m2/\2 + -+ amn/\n =0

pero como m < n, este sistema de ecuaciones lineales homogéneas tiene mas
variables que ecuaciones y por el teorema B.6, nos garantiza que este sistema
de ecuaciones lineales tiene soluciones Aj, Ay, ..., A\, € F no triviales (es decir,
no todos nulos), entonces B es linealmente dependiente. Contradiccién con el
hecho de que B es una base finita (definicién 2.20) y debe cumplirse que B

sea linealmente independiente.

O

Teorema 2.27 (Teorema de la dimensién) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial
y B, B’ ambas bases finitas de V. Entonces B 1y B’ poseen el mismo nimero de

elementos.

Demostracion:

Sean

B = {v,v9,...,0,}

B = {w,wa ..., Wy}

las bases finitas de V' (que existen por teorema 2.22), en donde n,m € NT. Como

n,m € NT y (N, <) es un conjunto parcialmente ordenado (por ejemplo A.4.2), se
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tiene que cumplir que:
VneNVmeN(n<m A m<n) = (m=n)

es decir, debe cumplirse la antisimetria (definicién A.4).

Entonces debemos probar para cuando:
(a) n <m.

(b) m <n.

Ahora:

(a) Sin < m, entonces n =m 6 n < m, por lo tanto, lo tinico que nos falta por

demostrar es que pasa cuando n < m.

Sabemos que B = {vy,vs,...,v,} es una base finita de V' (por hipétesis) y
por el lema 2.26-a, tenemos que todo subconjunto de V' que tiene méas de n
elementos en V' es linealmente dependiente. Contradiccion con el hecho de que

B’ es una base finita de V.

(b) Si m < n, entonces de igual forma que el anterior debe cumplirse que n = m
6 m < n, por lo tanto, nos falta por ver que pasa cuando m < n. Por hipdtesis
B es una base de V' y por lema 2.26-b, tenemos que si subconjunto de V'
tiene menos de n elementos en V', entonces este subconjunto no genera a V,

contradiccién con el hecho de que 28’ es una base finita de V.

O

Corolario 2.28 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial y B una base finita de V.

Entonces B es un conjunto linealmente independiente mazimal.

Teorema 2.29 (Teorema de Lowig) Sea (V, F,+,:) un espacio vectorial y *B,
B’ ambas bases infinitas de V. Si|B| =k y |B'| = p (en donde k, v son cardinales

infinitos), entonces K = p.
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Es decir, que dos bases cualesquiera de un espacio vectorial V' sobre el cuerpo F' son
equipotentes. La demostracion del teorema 2.29 se deja para el proximo capitulo, y

para realizarla se necesitan herramientas de la aritmética transfinita.

Definicién 2.30 (Dimensién finita) Sea (V. F,+,:) un espacio vectorial y B
una base finita de V. La dimensién del espacio vectorial V' sobre el cuerpo F' es el
numero de elementos que posee la base finita B de V. En este caso, se dice que el

espacio vectorial es de dimensién finita.

La dimensién del espacio vectorial la denotamos como dimgV y cuando no haya

ambigiiedad sobre F' simplemente como dimV'.

Ejemplo 2.30.1 Sabemos que V = {0y} es un espacio vectorial y la
dsz{Ov} =0

A este espacio vectorial usualmente se le conoce como espacio vectorial trivial

y la base de V es B = ).

Ejemplo 2.30.2 Tenemos que B = {e;: (1 <i<n A n €N} es una base
finita del espacio vectorial (F™, F,+,-) (por ejemplo 2.1.1) y ademds se tiene que
I'B| = n, entonces:

dimpF™ =n; con n € NT

Ejemplo 2.30.3 Se tiene que (M™ "™(F),F,+,-) es un espacio vectorial (por
ejemplo 2.1.7) y ademds:

B={F;: (1<i<m A 1<j<n)}

es una base finita para M™™(F) (por ejemplo 2.20.2). Entonces, |'B| = mn y
asi que:

dimp M™ " (F) = mn; con m, n€NT
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Definicién 2.31 (Dimension de Hamel) Sea k un cardinal infinito y (V, F, +, )
un espacio vectorial. Diremos que el espacio vectorial V' sobre el cuerpo F' es de

dimensién k st existe una base de Hamel infinita B de V', tal que:
I'B| = k.

Entonces se dice que el espacio vectorial V' sobre el cuerpo F' es de dimensidn

infinita (0 infinito dimensional).

Ejemplo 2.31.1 Por ejemplo 2.23.1 sabemos que B = {z': 0<i < oo, i € N}

es una base para el espacio vectorial (Flz], F,+,-) y ademds |B| = R, es decir:
dimpFlz] = N
en donde Ny es el cardinal del conjunto de los numeros naturales.

Ejemplo 2.31.2 Se tiene por el ejemplo 2.1.4 que (Cla,b],R,+,-) es un espacio
vectorial y este posee dimension infinita. Fste tipo de espacios vectoriales serdn

tratados con mds detalles en el proximo capitulo.

2.9. Espacio cociente

Definicién 2.32 (Congruencia) Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial y W un

subespacio de V. Definimos en V' la relacion de congruencia mddulo W mediante:
v=w(mod W) <<= wv—weW
para cualesquiera v,w € V.

Es de notar que la relacién de congruencia moédulo W define una relacion de
equivalencia sobre V' y eso es lo que vamos a demostrar a continuacién. Para esto
debemos comprobar que se cumplen las propiedades que caracterizan las relaciones

de equivalencia (definicién A.2).
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(i) Reflexividad. v = v(mod W), es claro que v — v = Oy y por definicién de

subespacio (definicién 2.3) se tiene que Oy € W.

(ii) Simetria. v = w(mod W), entonces por definicién de congruencia (definicién
2.32) v —w € W y por la definicién 2.3 se tiene que —(v —w) € W y por la

proposicion 2.2-7 y conmutatividad, se obtiene:
w—v=—(v—w) €W, asi que w = v(mod W).
(iii) Transitividad. Si tenemos que v = w(mod W) y w = z(mod W), entonces

por definicién de congruencia (definicién 2.32) v—w € Wy ademas w—z € W,

por la definicién 2.3 (definicién de subespacio) tenemos que:
(v—w)+ (w—2)eW

y por asociatividad, existencia del elemento opuesto y el elemento neutro de

la definicién 2.1, tenemos que:

(v—w)+ (w—2)=v—2z€W; por tanto v = z(mod W).

La clase de equivalencia de un elemento v € V es:
v =v+W={v+w: weW} (2.28)

Definicién 2.33 (Conjunto cociente) Sea A wun conjunto no vacio y R una
relacion de equivalencia en A, se llama conjunto cociente de A por R al

conjunto:

A/R={[a]: a€ A}

Puesto que la relacion de congruencia médulo W define una relacion de equivalencia,
entonces sin perder generalidad, podemos decir que si (V, F, +, -) un espacio vectorial

y W un subespacio vectorial de V', entonces:

VW ={[]: veV} (2.29)



2.9 Espacio cociente 67

Proposicién 2.34 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y W un subespacio vectorial
de V. El conjunto cociente es un espacio vectorial sobre el cuerpo F, con las

operaciones dadas por:

(v+W)d(w+W) = (v+w)+W (2.30)
a®+W) = av+ W (2.31)

para todo « € F, v,w € V. Es decir, (V/W,F,®,®) es un espacio vectorial y se

le conoce como espacio cociente de V por W.

Demostracién:
En primer lugar hay que probar que las operaciones de adicién y multiplicacién
escalar estan bien definidas, en el sentido de obtener resultados tnicos,

independientemente de los representantes de cada clase. Por lo tanto, veamos que:

(i) La suma esta bien definida.

Se debe demostrar que si u,v,u,v" €V y

v+W = '+ W (2.32)

u+W = u+W (2.33)

entonces:

(u4v)+W =@ +0)+W
Ahora observemos que si tenemos 2.32 (y 2.33) entonces, como v y v’ deben
ser congruentes médulo W (de igual forma para u y u’), por consiguiente por
definicién 2.32 tenemos que v —v' € W (y u—u' € W) y puesto que W es un

subespacio de V' (por hipétesis) y por proposicién 2.4, se obtiene:
(v=2v)+(u—u)eW

y por definicién 2.3 (definicién de subespacio) y por proposicién 2.2-7, tenemos
que:

(u+v)—(u+0)eW
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asi que por definicién 2.32
u+v=u+v'(mod W)

entonces:
(utv)+ W= +d)+W
(ii) La multiplicacién escalar esta bien definida.

Se debe ver que si v,v" € V' y o € F, se tiene que:
v+W =0 4+W = a@4+W)=ao (@ +W)
es decir:
av+W=oav +W

Como v + W = v + W, entonces v y v’ son congruentes médulo W y por
definicién 2.32 (definicién de congruencia) se tiene que v — v € W y puesto

que W es un subespacio de V' y por proposicion 2.4, tenemos que:
alv—1")ew

y por la definicién 2.1-V5 y proposicion 2.2-7 obtenemos que:
av—av' e W

entonces aplicando la definicién de congruencia (definicién 2.32), tenemos lo
siguiente:

av = av'(mod W)

asi que:

a®+W)=av+W=a'4+W=a06 1 +W)

<

Ahora falta probar que se cumplen las propiedades para espacios vectoriales en

(V/W, F,®,®). Asi que, sea



2.9 Espacio cociente 69

v] = a+WeV/W, cona eV,
w] = b+WeV/W, conbeV,
2] = c+WeV/W, concéeV.

y ademas «a, 5 € F. Asi debemos probar las propiedades V1 — V8 de la definicién
2.1, por lo tanto:

(V1) [v] @ [w] = [w] © [v]

W ®w = (a+W)d(b+W)
= (a+b)+W * Por 2.30.
= (b+a)+W * Por definicién 2.1-V1 en V.
= b+W)® (a+W) * Por 2.30.
= [w]®[]

(Wew)elz] = (e+W)a(b+W))®(c+ W)
= ((a+b)+W)® (c+W) * Por 2.30.
= ((a+b)+c)+W « Por 2.30.
= (a+(b+c))+ * Por def. 2.1-V2 en V.
= (a+W)® ((b+c)+ W) * Por 2.30.
= (a+W)d(b+W)®(c+W))  * Por 2.30.

= [le(wel)
(V3) El elemento neutro de V/W es:

Oy] =0y + W

puesto que:

Oy +W)d(a+W) = Op+a)+W * Por 2.30.
= a+W * Por def. 2.1-V3 en V.
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(V4) El elemento opuesto de [v] € V/W es:

puesto que:

*x Por 2.30.

] =—a+W
(a+W)® (—a+ W)
(a—a)+W
= Op+W

(V3) a o ([v] @ [w])

a® ([v] @ [w])

(V7) a0 (Bo]) =

*x Por def. 2.1-V4d en V.

= (@@ ]) @ (a o w])

O ((a+W)® (b+W))

= a0 ((a+b)+W)

a®

(
(
= («
(
(

(%

aa

a©

(
(
(
(
(
(

a®

(a®p)e

a+W)®

ala+b)+W
aa+ab) + W

(ab+ W)

(a+ W)@ (a® (b+W))

© )@

W)

(@ © [w])

@ (Bo[v])

a+f)o
a+Bla+W
aa+ fa) + W
@ (Ba+ W)

(a+ W)

(a+W))@d (B (a+W))

[v]) ®
[]

(6O [v])

* Por 2.30.
* Por 2.31.
* Por def. 2.1-V5 en V.
* Por 2.30.
* Por 2.31.

* Por 2.31.
* Por def. 2.1-V6 en V.
* Por 2.30.
* Por 2.31.
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a@ o) = ao(Bo(a+W))
= a® (fa+W) * Por 2.31.
= a(fa)+W * Por 2.31.
= (af)a+W * Por def. 2.1-V7 en V.
= (af)® (a+W) * Por 2.31.
= (@0 p) O]
(V8) 1r O [v] = [v]
lrO = 1po(a+W)
= lpa+W * Por 2.31.
= a+W * Por def. 2.1-V8 en V.
= [v
O

Ejemplo 2.34.1 Si tomamos el ejemplo 2.1.1 y decimos que F? = R?, entonces

sabemos que (R% R, +,+) es un espacio vectorial y si definimos:
W = {(z,y) € R*: 32 +2y =0}

es facil ver que W < R2%. Asi que se determinard la clase de equivalencia de
(1,1) € R?. Como anteriormente se ha visto, esta clase es el conjunto (1,1)+ W y

por consiguiente:

(1L, +W = {(1,1)+ (z,y): 3z+2y=0}
= {(I1+2,14y): 3z+2y=0}

= {(u,v): 3u+2v=>5}
En general, para este ejemplo, la clase de equivalencia de (a,b) € R? es:

(a,0) + W ={(a+z,b+y) € R*: 32+ 2y =0}
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Ejemplo 2.34.2 Sabemos por el ejemplo 2.1.1 que (R™,R,+,-) es un espacio

vectorial (con n € NT) y ademds es sencillo comprobar que:
W ={(x1,29,...,2,) ER": ayzy + agxe + -+ + apx, =0}
es un subespacio de R™, en donde aq, o, ..., a, € R. Asi que:

Rn/W:{(ybwa"ayn)_'—W: (y1>y27"'7yn) ERna TLEN+}

Entonces (R"/W R, +,-) es un espacio vectorial con las operaciones de adicion y
multiplicacion por escalar definidas como en el ejemplo 2.1.1.
Si se fija el vector y = (y1,Ya, - .., Yn) € R", entonces un vector arbitrario

w = (wy,ws, ..., w,) € R™ pertenece a la clase de equivalencia y + W sty solo si:
a1 (wy — Y1) + az(wa — ya) + - + @ (wn — yn) =0

Ejemplo 2.34.3 Tenemos que (R3 R, +,-) es un espacio vectorial (por ejemplo
2.1.1) y ademds si:

W ={(2,0,0) e R®: =z, € R}
se tiene que W < R3. Entonces (R3/W,R,+,-) es un espacio cociente de R3 por

w.

Ejemplo 2.34.4 Se tiene que (R, R,+,-) es un espacio vectorial (por ejemplo
2.1.3) y sea:
W= {f€RY: (f(t)=0, Vte (0,1}

Entonces (R®/W, R, +,-) es un espacio cociente de R® por W.

2.10. Teoremas de la dimension

Definicién 2.35 (Codimensién) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial, la codimen-
sién (con respecto a V') de un subespacio W de V', denotada por codimpW , es la

dimension del espacio vectorial (V/W, F,®,®).
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Ejemplo 2.35.1 Por el ejemplo 2.3/.5 tenemos que (R3/W, R, +,-) es un espacio

vectorial. Por lo tanto, sabemos que:
B={e;: (1<i<3 A ieN)}

es una base finita para R3 (por ejemplo 2.20.1) y es fdcil ver que B’ = {[es], [es]}
es una base finita de R®/W , siendo:

lea] = e+ W = {(x1,1,0): x; € R}
[63} = €3+W = {(IL‘l,O,l) N ER}
y se tiene ademds que |B'| = 2, por lo tanto:
codimpW =2

Teorema 2.36 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finitay W < V.

Entonces:
Es decir:
dimpW + codimpW = dimpV (2.35)
Demostracién:
Supongamos que dimgV = n (con n € N*t) y B = {v,09,...,0,} (con

m € NT) una base de W. Por definicién de base (definicién 2.20) B’ es linealmente
independiente, por consiguiente podemos aplicar el teorema 2.21 (teorema de
extension de conjuntos linealmente independientes a bases) y extender el conjunto
B’ hasta encontrar una base B = {vy,vs,...,v,} de V.

Se debe demostrar que:

B = {[Um—&-l]’ [Um+2]v SR [Un]}

es una base de V/W. Veamos:
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(%) B” genera a V/W.

(%)

Sea [v] € V/W, entonces v € V (por definicién A.3: definicién de clase de
equivalencia), asi que v se puede escribir como combinacién lineal de los

elementos de B (puesto que B es una base finita de V'), asi que:

n
vV = E ;0;
=1

en donde oy € F 'y 1 <4 <mn.Como tenemos que [v] € V/W, entonces:

[v] = [Z aivi]

i=1
= > ailv
i=1
pero cuando 1 <17 < m, entonces:
vi]=vi+ W ={v;+w: weW}=W

puesto que v; € W, asi que:

] =W <= 9 eW
por lo tanto, [0y] = [v;], para 1 <1 < m. Entonces:
W= > aylvy]
j=m+1
y con esto demostramos que B” = {[Uym41], [Vm+2)s - - -, [Un]} genera a V/WW.

B es linealmente independiente.

Supongamos que existen escalares a1, ¥mao,...,a, € F, tales que:

n

> aslu] =0

j=m+1
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entonces W = Qui1Umi1 + OmaoUmas + +++ + v, € Wy como B’ es una
base de W, entonces w € W puede escribirse como combinacién lineal de los

elementos de B', asi que:
W = V1 + QoUg + - -+ + QU
y por consiguiente:

W= V1 + Q¥ + -+ + WUy = Qpi1Vma1 T Opi2Umao + - + Qv

entonces:
Q101 + QU2 + -+ Qo Um — Q1 Umgl — Qpg2Umy2 — *° — QpUp = Oy
y como B = {v1,V2, ..., Vm, Umi1,--.,Us} s una base finita de V| entonces:

a1:a2:---:am:—am+1:-~-:—an:0V
y por consiguiente:

@m+1:@m+2:"':0én:0v

y por lo tanto, B” es linealmente independiente.

Entonces, B” es una base de V/W.
También tenemos que |B”| = n — m, es decir:
dimpV/W =n —m = codimpW
y ademds, |B’| = m. Entonces se obtiene la siguiente igualdad:
dimpW + dimp(V/W) = dimgV

O
En este teorema, ademds se demostré que si (V,F,+,-) es un espacio vectorial
de dimension finita, entonces (V/W, F, @, ®) es un espacio vectorial de dimension

finita.
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Es importante también destacar que en el teorema anterior no sélo probamos el
resultado sobre la dimensién del espacio cociente, sino que ademas se describe un
procedimiento para encontrar una base del espacio cociente de V por W a partir

de una base de W, que completamos a una base de V.

Ejemplo 2.36.1 Del ejemplo 2.35.1 tenemos que codimpW = 2 y ademds del
ejemplo 2.30.2 obtenemos que dimpR?® = 3, asi que aplicando el teorema 2.36 se

obtiene que:

Es de notar que este teorema es valido atin cuando el espacio vectorial es de
dimensiéon infinita, en este capitulo sélo se dara el enunciado y la demostracion

se realizara en el préximo capitulo.

Teorema 2.37 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita y W un

subespacio vectorial de V. Entonces:
dimpW + dimp(V/W) = dimpV

Teorema 2.38 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y W un

subespacio vectorial propio de V. Entonces W es de dimension finita y

Demostracion:

Por hipétesis se tiene que W < V' y por la proposicién 2.4 tenemos que W # 0,
asi que podemos suponer que existe w € W, tal que w # Oy (puesto que sino existe
w # Oy, solo w = Oy, entonces por el ejemplo 2.30.1 dimgW = 0 y la desigualdad
se cumple de inmediato). Entonces por el teorema 2.22 existe una base de W' y es

evidente que w es linealmente independiente (puesto que si aw = 0y, entonces por
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la proposicion 2.2-6 se tiene que a = 0y 6 w = 0y, pero como w # 0y, entonces

a = Oy ). Por consiguiente, por el teorema 2.21 existe una ase finita de W tal que
{w} C B’ (B" base de W)

y esta base no contiene més de n elementos por el lema 2.26-(a) (siendo n = dimgV,
con n € N), puesto que si B’ tiene mas de n elementos, entonces B’ es linealmente
dependiente y esto es una contradiccién con el hecho de que 28’ es una base de W.
Puesto que B’ es un conjunto linealmente independiente (por definicién de base) y
por el teorema 2.21 9B’ debe de estar contenida en una base finita de V. Luego, W
es de dimension finita y

dimW < dimpV

Como por hipdtesis W es un subespacio propio de V', entonces existe v € V', tal que
v & W, es decir, v € V\W, asi que B’ U{v} es linealmente independiente, entonces
v no es combinacién lineal de los elementos de B’ (por el lema 2.18), por lo tanto

B’ no genera a V' y asi concluimos que:
dimsW < dimpV

O
Consideremos el siguiente lema, que utilizaremos en la demostracion del proximo

teorema.

Lema 2.39 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita (es decir,
dimpV = n, conn € N) y W un subespacio de V' que contiene un subconjunto

linealmente independiente con n elementos. Entonces W = V.

Demostracion:

() wcv.

Es inmediata de la definicién de subespacio (definicién 2.3).
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(2) VIw.
Sea v € V y sean {wy,ws,...,w,} C W un subconjunto linealmente
independiente. Entonces por el lema 2.26-(a) se tiene que {wy, ws, ..., wy,, v}
es un conjunto linealmente dependiente, asi que existen oy, g, ..., q,, a € F,

no todos nulos, tales que:

n
av + E a;w; =0
i=1
por consiguiente:

(%) Sia =0, tenemos que {wy, wy, ..., w,} es un conjunto linealmente depen-
diente, lo cual es una contradiccién, pues por hipétesis {wy, we, ..., w,}

es linealmente independiente.

(**) Si a # 0, entonces
av + Z a;w; =0
i=1

por lo tanto

en donde \; = o' (—aq;) y como por hipdtesis W es un subespacio de V,

aplicando la proposicion 2.4, obtenemos que v € W. Asi que V C W.

Por lo tanto de (C) y (2), tenemos que W = V.

Ademas, se tiene que:
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Teorema 2.40 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y W < V.

Entonces:

dimpW = dimpV <— W=V (2.37)
Demostracion:

(=) dimpW =dimpV = W=V.

Sean

B = {v,v,...,0,}

%/ = {wl,wg,...,wn}

con n € N, ambas bases finitas de V' y W respectivamente. Tenemos por
hipétesis que W es un subespacio de V' y ademas B’ C W es un subconjunto

linealmente independiente con n elementos, entonces por el lema 2.39 se tiene

que W =V.
(=) W=V = dimgW =dimgV.
Es inmediata del teorema 2.27.
Entonces de (=) y («<=) obtenemos que
dimpW =dimpV <<= W=V

O
Cuando el espacio vectorial (V, F,+,-) es de dimensién infinita, este teorema no es

cierto, es decir, no es necesario que se cumpla
dimpW =dimysV — W=V

y esto lo podemos ver reflejado en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.40.1 Sea F' un cuerpo. Sabemos por ejemplo 2.1.5 que (F[z|, F,+,")

es un espacio vectorial y ademas por el ejemplo 2.31.1 tenemos que:

dimpFlz] = Yo (2.38)
y Si se tiene que:
W = {ag+ar®+ - +ag, 2™+ ( €F, 0<2i<o0),

tal que Im € Nk > m = ag, = 0}
entonces W < V. Ademds:
B ={2*: 0<i<oo A i€N}

es una base de W y también se tiene que |B'| = N, asi que:

dimpW = N (2.39)
Por lo tanto tenemos de las ecuaciones 2.38 y 2.39 que:

dimpF[z] = Rg = dimpW

pero W # V.

Por lo tanto este es un ejemplo que nos muestra que en espacios vectoriales de

dimensién infinita no necesariamente se cumple que:
dimyW =dimzV — W=V

Entonces podemos proceder a enunciar el siguiente teorema, y la demostracion

queda postergada para el siguiente capitulo.

Teorema 2.41 Sea (V,F,+,:) un espacio vectorial de dimension infinita. Para

cada subespacio vectorial W de V', entonces:



2.11 Suma directa interna 81

2.11. Suma directa interna

Se puede volver a evaluar la definicién 2.6 (definicién de suma) y considerarlas para

un numero cualquiera de subespacios de un espacio vectorial.

Definicién 2.42 (Suma) Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial. Llamaremos la

suma de una familia de subespacios vectoriales {W;}ie; de V' al subespacio:

()

> w

En particular, si la familia de subespacio es finita (es decir, I = {1,2,...,n}),

la cual denotamos como:

entonces:
W1+W2_|_..._|_Wn:{w1+w2—|—--~—i—wn2 wiEWl-}

Definicién 2.43 (Subespacios independientes) Sea (V, F,+,-) un espacio vec-
torial y {W;}icr una familia de subespacios vectoriales de V. Se dice que la familia
de subespacios {W;};cr de V' son independientes si para cada indice i € I se tiene
que:

i#]
Definicién 2.44 (Suma directa interna) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial.
La suma directa interna de una familia de subespacios {W;},cr de V' se escribe

como:
V=W
i€l

st se cumple lo siguiente:
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(i) V es la suma de la familia de subespacios {W;}icr

V=>"W (2.40)

i€l

(ii) La familia de subespacios vectoriales {W;};cr de V' son independientes, es decir:

win (Z m) — {0} (2.41)

i#]

Si I es un conjunto finito, entonces la suma directa interna podemos escribirla como:

V=W oW, o oW, =W

i=1

en donde n € NT.

Ejemplo 2.44.1 Sea F' un cuerpo y n € N*. Considérese:
F"={(a1,9,...;0,): (€ F N 1<i<n)}

y se define:

= {(&1,0,...,0)€Fn2 a1€F}
F2 = {(0,@2,...70)€Fn2 OéQGF}

F, = {(0,0,...,a,) € F": «a, € F}

Es de notar que Fy < F™" Fy < F", ..., F, < F"yademdssi1l <i1<n,1<j<n

se tiene que:

i#]
También tenemos que:

puesto que si (a1, g, ..., a,) € F™, entonces:

(o, 0, ... ) = (1,0,...,0) + (0,a9,...,0) + -4+ (0,0,..., )
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y por consiguiente se concluye que:
F"=F®oF®& ---®F,

Ejemplo 2.44.2 Tenemos que (F[z], F,+,-) es un espacio vectorial y si ademds

tenemos a W definido tal y como se realizé en el ejemplo 2.40.1. St decimos que:

U = {Bo+Bix+- -+ Bompz™ +-0 (B;€F, 0<2j+1<00), tal que

HWEN, k>m:>52k+1:0}
por lo tanto U < Flx] y ademds U NW = (). Entonces:
Flz]=UaW.

Ejemplo 2.44.3 Sabemos que (F¥ F,+,-) es un espacio vectorial (por ejemplo
2.1.8), asumimos en este ejemplo que F' = R y definimos los siquientes conjuntos

de funciones:

RE = {feR*: (f(-2)=f(2), zeR)}
Rf = {feR": (f(-2)=—f(z), zeR)}
llamados subconjuntos de funciones pares e impares, respectivamente. En-

tonces:

R* = RE @ R%

Es importante destacar que las sumas directas internas estan relacionadas con la
unicidad de las descomposiciones en sumas, es decir, que V' es la suma directa
interna de subespacios de Wi, Ws, ..., W, de V, si todo elemento v € V puede

escribirse en forma tUnica como:
v=w1+ we+ o wy

en donde w; € W; (con 1 < i < n, n € NT) y esto lo podemos ilustrar mediante el

siguiente teorema.
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Teorema 2.45 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial. Sin € N*, I ={1,2,... . n} y

{W}tier una familia de subespacios de V', tales que:

V=Wi+Wot o+ W,
entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
G V=waeW,a  --aW,.

(i) St wi+wy+ - +w, =0 (conw;, € W;, 1 <1< n), entonces wy = wy =

e =w, = 0.
(iii) Cada elemento v € V, se expresa de forma unica como suma
U:w1+w2+---+wn

en donde w; € W;.

Demostracion:
(1) = (i1)
Si tenemos que wy + wy + -+ - + w, = Oy, con w; € W (con 1 < i < n, n € NT),

entonces por definicién 2.44-ii (definicién de suma directa interna), se obtiene:

win (Z Wa) = {0v}

j#1
y cOmo:
wyt+we+ - +w, = OV
W = —We—W3— - — W
asi que:

wlz—w2—~--—wnEW1ﬂ (ZW]) :{Ov}

J#1
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y de esto obtenemos que w; = Oy y de manera similar se concluye que:

wy =wy=---=w, =0y

(id) => (iid)

Como por hipotesis se tiene que:
V=W+Wy+---+W,

por consiguiente, por definicién 2.42 (definiciéon de suma) se obtiene que cada

elemento v € V' se descompone en una suma de la forma:
v=w;+wy+ -+ w,; con w; €W,

Supongamos que v € V acepta dos descomposiciones en sumas que son iguales, es
decir:

wy + we + -+ w, =Wy +wh A+ -+ w),

entonces:

(wn = wh) + (g —wh) + -+ (w, —w) = Oy

y por lo tanto:

. _ _
W) = Wy, Wy = Wy, ..., W, = W,.

Entonces se concluye que ambas descomposiciones son las mismas.
Tenemos por hipdtesis que:
V=W+Wy+.--+W,

asi que de la definicién 2.44 (definiciéon de suma directa interna) nos falta por
demostrar que la familia de subespacios de V' son independientes (es decir, nos falta

por ver ii).
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Por lo tanto, si un elemento wy; € Wi, supongamos que:

w, € Wi N (ZM@)

J#1

entonces se tiene que:
wy =ws + -+ +w,; con w; €W,

es decir

w40y + -+ + 0y =0y +wy + -+ + 1w,

y luego por hipétesis se cumple la unicidad, entonces w; = Oy, por lo tanto:

win (Z Wj) ={0v}

J#1
es el subespacio trivial.

De manera analoga, se encuentra que:

W; N (Z Wj) = {0v}

J#i
asi que con esto probamos que la familia de subespacios son independientes.

Entonces:

V=WaeW,® oW,

O
Es de destacar que si un espacio vectorial (V) F,+,:) se expresa como suma
directa interna de una familia de subespacios, entonces cada elemento de V esta
determinado por un elemento de cada uno de los subespacios.
La demostracion del anterior resultado, se realiz6 para una familia finita de
subespacios, pero la demostraciéon para una familia arbitraria de subespacios de

V se realiza de forma similar, es decir, para {W;};c; una familia de subespacios de

V.
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Teorema 2.46 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y
B = {'Ul,UQ,...,’Un}

un conjunto finito linealmente independiente. Entonces B es una base de V' si vy
solo si:

V= L(v)) ® L(vy) ® -+ & L(vy,)
Demostracion:

(=) (i) VC L(v1) @ L(vg) @ - -- ® L(vy,).

Siwv € V, entonces v puede escribirse de forma tinica como combinacion lineal

de los elementos de B (por proposicién 2.10)
n
U:Zaivi; o, €EF, v, eV
i=1
entonces como:

L(vy) = {avy: oy € F}

L(vy) = {aguy: «ay € F}

L(v,) = {ayv,: a, € F}
asi que por definicién de suma (definicién 2.42)
Qv + ovg + -+ + v, € L(v1) + L(vg) + - -+ + L(vy)
y es de notar que por definicién de suma directa interna:

V= 1V + QoUy + - + U, € L(Ul) @D L(UQ) b---D L(Un)

(ii) L(vy) @ L(va) & - - - & L(v,) C V. Esto es una consecuencia inmediata.
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(<) Se tiene que demostrar que:

(%) B genera a V.

Siv €V, entonces podemos escribir a v como:
v =1 + QaUy + - -+ apv,,  en donde a;v; € L(v;)

y entonces ‘B genera a V.

(%%) B es linealmente independiente.

Es inmediata de la hipdtesis.
Entonces B es una base finita de V.

O
La demostracion de un resultado andlogo para espacios vectoriales de dimension

infinita sera considerada en el siguiente capitulo.

Definicién 2.47 (Complemento) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y U, T
ambos subespacios de V. Si' V. = U @& T, se dice que T es un complemento de

UenV.

Proposicién 2.48 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y U <

V' (siendo U un subespacio propio). Entonces existe un complemento de U en V.

Demostracién:
Sea B’ = {v1,vy,...,v,} una base finita de U, entonces por el teorema 2.21

podemos extender este conjunto a una base de V', supongamos que
B = {v1,V2, ...,V Umt1,---,Vn} €S una base de V

por consiguiente, si tenemos B” = {vy41, Umi2, ..., U, entonces este conjunto es

linealmente independiente, puesto que todo subconjunto de un conjunto linealmente
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independiente es también linealmente independiente y el subespacio generado por

B" es el complemento de U, es decir:
T = L{Vm+1, Ym+2y - - - s Un})
entonces por el teorema 2.46
V =L(v1) ® L(ve) -+ D L(vy) B L(vyme1) -+ D L(vy)

asi que:

T = L(vmy1) © - D L(vy)

por lo tanto:

V=UaT

O
La pregunta inmediata es: ;Se cumple para espacios vectoriales de dimensién

infinita?, esto serd considerado con mas detalles en el siguiente capitulo.

Ejemplo 2.48.1 Si tenemos el espacio vectorial (Flx], F,+,-) y W, U definidos

tal y como se realizo en el ejemplo 2.44.2, entonces:
Flz]=Ue W

por lo tanto, W es el complemento de U en V.

Ejemplo 2.48.2 Por el ejemplo 2.44.3, tenemos que:
R* = R} ® R}

entonces podemos afirmar que el subespacio de las funciones impares (R¥) es el

complemento del subespacios de las funciones pares (R%) en RE.

Es de notar que los complementos de un subespacio no son necesariamente tnicos,

es decir, un subespacio puede tener diferentes complementos en V. Veamos:
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Ejemplo 2.48.3 Tomemos el espacio vectorial (R?, R, +,-) y sean

U = L((1,0))
L((0,1))
T = L((-12)

0
W = 1
entonces, tenemos
R? = L(U)® L(W)
R?* = L(U)® L(T)
y es de observar que
W =1L(0,1) # L((-1,2)) =T, = W#T
pero Wy T son complementos de U en R2.

Teorema 2.49 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y U, T

ambos subespacios de V. Entonces
dimp(U + W) 4+ dimp(UNW) = dimg(U) + dimp(W)

Demostracion:
Por proposicién 2.5 U NW < V| por lo tanto, por el teorema 2.22 (Existencia de

bases finitas) existe una base para U N W, as{ que supongamos que:
EBI = {Ul,UQ, e ,uk}

es una base de U N W, entonces por definiciéon de base (definiciéon 2.20) y
de interseccién, B’ es un subconjunto linealmente independiente de U y W,
respectivamente. Asi que utilizando el teorema 2.21, podemos extender este

subconjunto hasta obtener una base de U y de W, por lo tanto, sean:

"
‘B = {ul,U27...,U/k;,Ul,UQ,...7Um}

n
B = {uy,ug, ... U, Wi, Wwe, . Wy}
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bases finitas de U y de W, respectivamente.

Ahora, es facil ver que U + W < V', asi que tenemos que demostrar que:
"
B :{u17u27"'7uk7U17/U27‘"7Um7w17w27”'7wn}
es una base finita de U + W. Entonces observemos que:

* B"" es un sistema generador de U + W.

Sea v € U+W, por definicién de suma (definicién 2.42) se tiene que v = u+w,
en donde u € U y w € W. Asi que como B” es una base de U, entonces u

puede escribirse de forma tnica de la siguientes manera:

k m
u = Z U + Z /Bj’Uj (242)
i=1 j=1

y de igual manera, podemos escribir de forma tnica a w como combinacién

lineal de los elementos de B”, asi que:

k n
w = Z Aply + Z YqWq (2.43)
p=1 q=1

y sustituyendo (2.42) y (2.43) en v = u + w, obtenemos que:

k m k n
vo= Zaiui + Z/ijj + Z Apty + Z'quq
i=1 j=1 p=1 a=1

y realizando las operaciones necesarias, se tiene que:

k m n
v o= Z(ar + Ar)ur + Zﬁj?}j + Z“quq
r=1 Jj=1 q=1

asi que B"” genera a U + W.

*x B"" es linealmente independiente.

Si tenemos que:

k m n
Zaiui + Z/ijj + Z’quq =0
i=1 j=1 g=1
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entonces:

n k m
=D vwe = D+ Y B,
q:l =1 7=1

por lo tanto:

k m
Z ;U + Zﬁj?)j e U
i=1 j=1

es decir:
n
— Z Yowg € U
q=1
y ademas:
n
- Z Yowg, € W
q=1
entonces:

—i’quq e Unw

qg=1
y como B’ es una base de U N W, entonces todo elemento de U N W se puede

escribir como combinacién lineal de los elementos de B’, por lo tanto:

n k
- E TqWq = E At
q=1 i=1

asi que:

k n
Z itk + quwq = 0
i=1 q=1
y como B” es una base de W, por independencia lineal se debe tener que:
>\1:/\2:':)\k:71:’72:":7n20

y asi que:

Mm=rp==% = 0 (2.44)
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COINO:

n k m
- E VWq = g a;u; + E Biv;
q=1 i=1 j=1

y de 2.44 se tiene que:

k m
0 = ZO(Z'UZ' + Zﬁjvj
=1 j=1

y como B” es una base de U, entonces:
m=ay=-=q=05=0k==0, = 0 (2-45>
entonces de 2.44 y de 2.45, tenemos que
a=ay=-mag === =Bu=n == =Y =0
por consiguiente, B”” es linealmente independiente.
y concluimos que B es una base de U + W, entonces:
dimp(U+W)=k+m+n
Ahora tenemos que:
dimp(U) +dimp(W) = (k+m)+ (k+n)

= k+(m+k+n)
= dimp(UNW) +dimp(U + W)

O
Este resultado vale tanto para el caso donde la dimension del espacio vectorial es

finita o infinita, debemos plantearlo de forma separada para cada caso.

Teorema 2.50 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimensidon infinita y U, T

ambos subespacios de V. Entonces

dimp(U + W) + dimp(UNW) = dimp(U) + dimp(W)
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La demostracion de este resultado sera tratada con detalle en el proximo capitulo.

Es de notar que si UNW = {0y}, entonces tenemos que:
dimz(UNW) =dimz{0y} =0
asi que por el teorema 2.49 obtenemos que:
dimg(U + W) = dimg(U) + dimg(W)
Ademas podemos plantear el siguiente resultado de forma inmediata:

Corolario 2.51 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita. Si U es

un complemento de W en V', entonces

Es decir
dimpU + dimpW = dimp(U & W)

Teorema 2.52 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y {W;},
(con n € NT) es una familia de subespacios vectoriales de V. Si 'V es la suma de
{W;}r_, entonces:

dimpV < Z dimpW;

i=1

y ademas:

=1 =1

Demostracion:

Procederemos a demostrar primero que:

i=1 =1

y esto lo hacemos de la siguiente manera:
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(=)

=1 =1

Sea B; = {v},v},..., v}, } (conm; =dimpW;, 1 <i<n)una base de W;.
Si

n n

S-S

i=1 i=1

en donde w;,w;, € W;, 1 < ¢ < n, y como *B; es una base finita de W,

entonces:
m; msg
i / i
w; = E Qi v; Y w; = g Bjiv;
j=1 j=1
Asi que como:

v=wy +wy+ o w, = w4+ wy + e+ w),

por lo tanto:

mi m2 Mp mi m2 mn

1 2 n_ 1 2 n
E Q105 + E Qo5 + -+ g Qjp; = E Bijivj + g Bjavi+-- -+ E Binv;
=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

y aplicando elemento inverso, elemento neutro, conmutatividad y distributivi-

dad de la definicion 2.1, tenemos:

mi m2 Mn
1 2 n o __
> (o= Bin)vf + Y (aje = Bia)v) + -+ Y (@ — Bn)v] =0
j=1 j=1 7=1
1 .1 1 2 .2 2 n o,n n
y se puede ver que {vy, vy, ..., U, V5, V3, .., Uy -+, U1, U5, ..., U} €8 una

base de V', asi que por independencia lineal y elemento opuesto:
a1 = 5]'1; Qo = 5;‘2; s Qi = /Bjn

es decir, w; = w}, (para 1l < i < n). Entonces cada elemento v € V', se expresa

de forma tnica como suma:

v=w+ we+ o wy

95
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y entonces por el teorema 2.45, obtenemos

V=WieW,e aW,=Hw.
=1

V= él/l/z — dimpV = idimFWi
=1 i—1

Realizamos esta demostracion utilizando induccién, por lo tanto

1) (Iniciacién de la induccién) Veamos que se cumple para n = 2. Por
consiguiente, como W N Wy = {0y}, entonces dimp(W; NW,) =0y por el

teorema 2.49, obtenemos que:
dimF(W1 + WQ) = dimFW1 + dimFW2
y como por hipdtesis V = W; 4+ Wy, entonces:

dlmFV = dlmFW1 + dimFW2

2) (Hipdtesis inductiva) Supongamos que se cumple para n, es decir:
dimpV =Y dimpW;
i=1
3) Probemos que se cumple para n + 1.

Sabemos por hipdtesis que:

n+1 n
V= W= Wi+ Wu
1=1 1=1

y ademds que como la familia de subespacios {W;}! ; son independientes,

entonces:

<§:VVZ> NWop = {0v} (2.46)
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asi que por el teorema 2.49, se tiene que:

dimp (Z Wi + WnH) +dimp (Z Win Wnﬂ) = dimp (Z Wi> +dimp(W,41)

i=1 i=1 i=1
y por 2.46, resulta que:
dimy (Z Win WnH) =0
i=1

por lo tanto:

dimp (Z W; + Wn+1) = dimp (Z m) + dimp(W,11)

i=1 =1

y por la hipdétesis inductiva, tenemos que:

dimpV = ) dimpW; + dimpW, 4,
=1
n+1

= Z dim W,
=1

En el caso anterior la suposicién realizada era que la familia de subespacios {W;}?
eran independientes, ahora si la familia de subespacios no es independiente, entonces

es inmediato por el teorema 2.49 que

dimpV < Z dimpW,

i=1

Para cuando V' es infinito dimensional tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.53 Sea (V) F,+,-) un espacio vectorial de dimensidn infinita y {W;}icr

es una familia de subespacios vectoriales de V. Si' V' es la suma de {W;};c; entonces

dimpV < Z dimpW,

el
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Es importante acotar que cuando los espacios vectoriales son de dimension infinita,
no se cumple necesariamente que:
dim;V =) dim;W; <= V=W,
icl icl

y este caso se tratard con detalle en el proximo capitulo.

2.12. Bases ordenadas

Si tenemos un espacio vectorial (V) F, +, -) de dimensién finita, es decir, dimpV = n,
con n € NT, entonces por el teorema 2.22 V tiene una base finita B con n
elementos; la cuestién fundamental a evaluar con respecto a las bases de un espacio
vectorial es el orden que poseen los elementos en B, hasta este momento no hemos
tomado en cuenta el orden de los elementos en B, entonces consideremos la siguiente

definicién:

Definicién 2.54 (Base ordenada) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimen-
sion finita. Una base ordenada de V' es una sucesion finita de vectores linealmente

independientes con un orden bien definido y que generan a V.

Por lo tanto, una base ordenada de V' es una sucesién finita (v, vs, ..., v,) para los
cuales el conjunto {vy, vg,...,v,} es una base finita de V.

De manera que si dos bases ordenadas tienen los mismos elementos, pero ordenadas
de forma diferentes, se consideraran como bases ordenadas diferentes.

Ahora es importante considerar esta definicién de base ordenada para el caso donde
el espacio vectorial posee dimension infinita y esto lo haremos en el proximo capitulo.
Teniendo en cuenta el orden de los elementos en B y por la proposicion 2.10, cada
elemento de v € V puede escribirse como combinaciéon lineal de los elementos en
B, entonces también podemos considerar el conjunto de los elementos en F' con la
cual podemos escribir a v como combinacion lineal de los elementos en B, asi que

consideremos la siguiente definicién:
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Definicién 2.55 (Coordenadas de v con respecto a la base ordenada B) Sea
(V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y B = (v1, v, ...,v,) una base
ordenada finita de V. Cada elemento de v € V', puede escribirse como combinacion

lineal de los elementos de *B, digamos que:

n
v:Zaivi:alvl+a202+---+anvn
i=1
en donde oy € F, v; € B y 1 < i < n. Entonces (aq,aq,...,0,) son las

coordenadas de v con respecto a la base ordenada ‘B.

Es de mayor conveniencia utilizar como notacién la matriz de las coordenadas de v

con respecto a la base ordenada B:

(%)

Qn

Notemos que el vector de coordenadas [v]g depende del orden de los elementos en
el conjunto B, un cambio en el orden en que aparecen los elementos en la base B,
puede modificar las coordenadas de v con respecto a la base 8.

Se puede probar que el vector de coordenada de un elemento v € V es tinico, puesto

que si:
n n
v:Zaivi Y U:ZBM
i=1 i=1
entonces «; = f3; (con 1 < i <n). Ya que:

Vo= QU] + QU + - -+ Uy

v o= [io1+ Bavg + -+ Bru,

entonces:

QU1 + QU + - - - F Uy = Biug + Pova + - - 4 By
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asi que, por elemento inverso, elemento neutro, conmutatividad y distributividad

de la definicién 2.1 (definicién de espacio vectorial), se tiene que:
(1 = Br)vr + (ag = Ba)vg + -+ + (a — B)v, = 0
y como B es una base finita, entonces B es linealmente independiente, de donde:
am—pPr=a—Fr==a,— 5, =0

y esto implica que
ar=P1; =P 0 ay =By

y con esto probamos que:

(041,042,...,04”> = (ﬁlaﬁ?a"wﬁn)

es decir, dado v € V' y B una base ordenada de V', entonces las coordenadas de v
en esa base son unicas.

Veamos un ejemplo de las coordenadas de un vector v € V' con respecto a una base

ordenada *B;
Ejemplo 2.55.1 Si tenemos el espacio vectorial (F™, F,+,-) y la base finita:
B={e;: (1<i<n A neN")}
de F™. Dado que todo elemento (o, o, ... o) € F™ se escribe como:
(1,0, ..., ) = a1(1,0,...,0) + a(0,1,...,0) + -+ a,(0,0,...,1)

entonces el vector de coordenadas de (o, , ..., ap) € F™ con respecto a la base

ordenada B es:
Qg

6%)]
[(Ozl, Ao, ... ,Ckn)]% =

O




2.12 Bases ordenadas 101

Ahora, si tenemos un espacio vectorial de dimensién finita (V) F, +, ) ( dimgV = n,

n € NT) y sean B y B’ ambas bases finitas ordenadas de V. Digamos que:

B = {v,v,...,0,}

B = {v,vh,..., 0}

entonces, si v € V, la pregunta inmediata que debe realizarse es: ;Qué relacién
existe entre el vector de coordenadas de v con respecto a la base ordenada B y el
vector de coordenada de v con respecto a la base ordenada B'7?.

Observemos ahora que como B’ es una base finita de V', todo elemento de 28 puede
escribirse como combinacién lineal de los elementos de B’, asi que si 1 < j < n,

entonces:
n
_— .. / —_— . , . / DY . /
v, = E U, = U] F Qgvy 4+ - 4 Qv (2.47)
i=1

Ahora, de manera que como v € V, puede escribirse como combinacién lineal de los

elementos de B y esto implica que:

Vo= i U = aqUp + Uy + -+ QU (2.48)
i=1
por lo tanto:
_ N -
s = |
L An .

y sustituyendo 2.47 en 2.48 obtenemos que

V= QU] + QU + - -+ Uy
. / / / / / /
= a(anv) + agvy + 0+ anivy) + oo (@it + agpUy + s+ Qpnty)
/ / / / / /
= 010110] + Q10 Vg + - - - + 0101V, + - - -+ X1V + QpQiopUs + - - - + 0, Qi U,

/ /
= (agy + agage + -+ + @pag,)v] + -+ (Qram; + Qe + -+ Qo )V,
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y la ultima expresién es una combinacion lineal de los elementos de 9B’ y por lo

tanto, se puede afirmar que

1011 + oo + - - -+ Qg

Q1091 + Qoige + - - - + oy,

Q1001 + Qa0ln2 + -+ QnQpp

entonces se puede decir que:

Q11 Q12 - Qgp (651
Q1 Qg -+ Qap (6%)
V] =
Qp1 Qpgy - (079 (07%
y sl asumimos que:
Q11 Q12 - Qg
Qg1 Qg -+ Qap
A=
Ap1 Qp2 -+ Qpp

entonces tenemos que [v]g = A - [v]g
En resumen, la matriz A, nos permite pasar de una base ordenada B de V a otra

base ordenada B’ de V', segun la férmula siguiente:
[Vl = A~ [v]s

Por esta razén, la matriz A se le llamamatriz de transicién (omatriz cambio de
base) de la base ordenada B a la base ordenada B’

Los siguientes teoremas vinculan la cardinalidad del espacio con su dimension.

Teorema 2.56 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita. Entonces:

V| = |Féme)
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Demostracion:

Supongamos que dimpV =n y B = {v1,vs,...,v,} una base finita de V,
entonces definamos la funcion f como sigue:
f vV — I
v [v]s
como v € V, puede escribirse como combinacién lineal de los elementos de ‘B,

asi que podemos decir que:
V= U1 + QoUy + - -+ + QU

por lo tanto:

aq

(%)

Qp

por consiguiente:
f) = (a1, 9,...,05)
asi que podemos probar que f es biyectiva y asi podemos garantizar que V' y F”

tiene la misma cardinalidad. Veamos:
() f es inyectiva.
Sean wv,w € V, entonces:
Vv o= U1 + a4+ -+ Uy,
w = Biug+ Pava + -+ Bavy
por lo tanto,
flv) = f(w)
floavr + agvy + -+ apvn) = f(Bror + Bava + -+ + Brvn)
s = [wls

(0417042,---,0%) = (51,527---757)



104 Estudio preliminar sobre Espacios Vectoriales

y por igualdad de componentes, obtenemos que
a; = B (con 1 <i<n)
asi que es de notar que v = w. Entonces f es inyectiva.

(%) f es sobreyectiva.

Sabemos que a cada sucesién finita de vectores en F™, (ay,aq, ..., ap) € F™

le corresponde un unico elemento v € V.

Por lo tanto, f es sobreyectiva.

Asi que f es una funcién biyectiva de V' en F™ y como dos conjuntos poseen
la misma cardinalidad si existe una funciéon biyectiva de un conjunto en el otro,

entonces
VI = |
|FdimFV|
O
Para el caso donde el espacio vectorial posee dimensién infinita, podemos

replantearlo de la siguiente manera; y la demostracion serd tratada con detalle

en el siguiente capitulo.

Teorema 2.57 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita, digamos
que dimpV = K, en donde k es un cardinal infinito y sea el cardinal asociado

al cuerpo F'. Entonces el cardinal de V' es k- . Asi tenemos que
V| = maz{|F|, dimpV'}
La demostracién de este resultado se dard en el proximo capitulo.

Teorema 2.58 Sea (V, F,+, ) un espacio vectorial dimension finita. Si (U <V A
W < V). Entonces

codimp(U + W) + codimp(U N W) = codimp(U) + codimp (V)
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Este resultado también es valido para espacios vectoriales donde la dimension es
infinita. Por lo tanto su demostracion debe ser considerada en el proximo capitulo,

donde se trataran los espacios vectoriales de dimensién infinita con mas detalles.

Corolario 2.59 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finitay U <V,
W<V.S8 UCW, entonces

codimpU < codimpW < dimpV
Debemos considerar un resultado inmediato que se nos presenta.

Corolario 2.60 Sea (V) F,+,) un espacio vectorial de dimension finita y U, W
ambos subespacios de V. St U es un subconjunto de W y ademas codimpW es
finita, entonces

codimpU = codimpWW — U=W

2.13. Transformacion lineal

En esta seccion vamos a echar un vistazo a un tipo especial de funciéon cuyo dominio

y rango sean espacios vectoriales.

Definicién 2.61 (Transformacién lineal (o homomorfismo)) Sean (V, F,+,-)
y (W, F,®,®) ambos espacios vectoriales. Una funcion f :V — W es un
transformacién lineal si:

(i) Fo+w) = f©) & flw).

(ii) fa-v) = a® f(v).

para cualesquiera v, w eV y o€ F.

En la definicién anterior, se supone que el conjunto de entrada o conjunto inicial de
la funcién f es V, es decir, Domf = V. Y ademas el conjunto de llegada o rango

de f esta contenido en W, es decir, Rgof C W.
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Es usual denotar con los mismo signos +, & y -, ®, la suma y la multiplicacién
escalar, respectivamente, aunque es de destacar que estas operaciones pueden ser
diferentes.

Podemos representar graficamente la definicién de transformacién lineal de la

siguiente manera:

El conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W es denotado por
Hompg(V, W).

Es de observar que Homp(V, W) es un espacio vectorial con las operaciones de
adicion y multiplicacién escalar definidas como en el ejemplo 2.6 y 2.7, es decir,
(Homp(V, W), F,+,-) es un espacio vectorial.

Una transformacién lineal puede o no ser inyectiva, este tipo de transformaciones

tienen un comportamiento especial y seran estudiadas mas adelante.

Ejemplo 2.61.1 (Multiplicacién de vectores por una matriz) Sea
A € M™™F), y sean (F", F,+,-), (F™, F,+,-) ambos espacios vectoriales,

entonces la funcion f : F™ — F™ definida como:

f(z) = Az
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define una transformacion lineal de F™ en F™. Puesto que si x,y € I, a € F, se

tiene que:

flax+y) = Alax+y)
— Alaz) + Ay
— Az + Ay
= af(@)+ fy)

Por ejemplo, si consideramos los espacios vectoriales (R3 R, +,-) vy (R%R,+,:),

ademés:
0 1
A=| -2 2
1 0

entonces f :R? — R3, definida como:

f((:v,y)) = (y7 —2z + 2y,x)

es una transformacion lineal de R? en R3.

Ejemplo 2.61.2 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y B una
base finita de V' (digamos que B = {vy,va,...,0,}, n = dimgpV ), si la funcion
f:V — F"™ definida como la funcion que asocia a cada elemento v € V| con las

coordenadas del vector v con respecto a la base ordenada B, es decir, si
V= QU1 + QoUy + - -+ + QpUy,
cona; € F,v, €8, 1 <1i<n, setiene que
fv) = (aq,e,...,ap)

entonces [ es una transformacion lineal de V en F™.
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Ejemplo 2.61.3 Sabemos que (Cla,b], R, +,-) es un espacio vectorial (por ejemplo
2.1.4) y Dla, b] el conjunto de todas las funciones diferenciables en el intervalo [a, b].

Por consiguiente, la funcion [ :Cla,b] — R, definida como

() = / i) dt

en donde, f(t) € Cla,b], t € [a,b], x € [a,b] es una transformacidn lineal de Cla, b]
en R.

Ejemplo 2.61.4 Sea
Va(F) = {p(z) € Flz] - grad(p(x)) < n}

entonces por el ejemplo 2.1.5, tenemos que (V,(F), F,+,-) es un espacio vectorial,

por lo tanto, la funcion f: V,(F) — V,(F), definida como:
flagtarz+agz®+- - +a, 12" 1) = agtag(z+1) +ag(z+ 1)+ +a,_ (z+1)""!
es una transformacion lineal de V,,(F) en V,,(F).

Ejemplo 2.61.5 Si tenemos a el espacio vectorial (Vy,, F,+,-), definido como en
el ejemplo 2.61.4 y ademds tenemos la funcion D : V,(F) — V,_1(F), definida

como:

D(ap + a1x + apx® + -+ a1 2™ =y + 2007 4+ -+ (0 — Day,_ 2™ 2

Y Si:
n—1
p(z) = E a;x’
i=0
entonces:

Dip(a)) = 3 jagr™

Asi que D es una transformacion lineal de V,(F') en V,_1(F).
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Ejemplo 2.61.6 (Multiplicacién de polinomios por z) Sea F un cuerpo y
p(x) € V,,. Entonces la funcion f: V,(F) — Vo1 (F), definida como:

f(p(z)) =z - p(z)

es una transformacion lineal de V,,(F) en V,11(F), puesto que si p(z), q(z) € Vo (F),

a € F, entonces

flap(z) +q(x)) = - (ap(z) + q(z))
= - (ap(x)) + 2 - q(z)
= oz p(@)) +z-q(x)
= af(p(z)) + f(q(z))

Ejemplo 2.61.7 (Multiplicacién de funciones continuas por una funcién fija)

Sea g € Cla,b] una funcion fija y la funcion F :Cla,b] — Cla,b], definida como:

en donde f € Cla,b|. Entonces F' es una transformacion lineal de Cla,b] en Cla, b].

Definicién 2.62 (Operador lineal) Sea (V,F,+,:) un espacio wvectorial. Un

operador lineal en V' es un homomorfismo de'V en V.
El conjunto de todos los operadores lineales de V' en V' es denotado por End (V).

Ejemplos 2.62.1

1. La transformacion lineal f en el ejemplo 2.61.1 es un operador lineal si y sélo

st =1m.
2. Del ejemplo 2.61.4 obtenemos que f es un operador lineal en V,.

Ejemplo 2.62.2 Sea F la transformacion lineal definida como en el ejemplo

2.61.7, entonces tenemos que F es un operador lineal en Cla,b].
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Definicién 2.63 (Invariantes) Sea (V) F,+,-) un espacio vectorial y
f € Endgr(V). Un subespacio vectorial U de V' se llama invariante por f o f-

invariante si f(U) C U, es decir, f(u) € U, para todo v € U.

Ejemplo 2.63.1 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial y f € Endp(V'). Entonces

los subespacios triviales {0y} y V' son invariantes por f. Puesto que:

f(Oy) = f(Oy +0y) x Por proposicion 2.2-3

= f(Oy)+ f(Oy) * Puesto que [ es una transformacion lineal.
y por la proposicion 2.2-3 implica que:
f(Ov) =0y
es decir, f(Oy) € {Oy}.

Ejemplo 2.63.2 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y f € Endp(V). Por lo tanto,

si {W}ier es una familia de subespacios invariantes por f, entonces:
>wooy (W
iel i€l

son invariantes por f.

Ejemplo 2.63.3 Sea (R3 R, +,-) un espacio vectorial y f : R> — R3 definida

como f(v) = Av, es una transformacion lineal, por el ejemplo 2.61.1, en donde

0 -2 4
A= -1 -1 1
3 =31

por lo tanto, por ejemplo 2.62.1-1 [ € Endgr(R?) y sea U C R3, definido como
sigue:

U={(z,y,2) €R®: 2 —y+2z=0}
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y ademds se puede notar que U < R3. Entonces U es invariante por f, ya que para

todo w = (x,y,z) € U, se cumple que y = = + z, luego:

0 -2 4 X —2x + 2z
flwy=1 -1 =1 1 x4z | = —9z
3 -3 1 z —2z

y el vector (—2x + 2z, —2x, —2z) € U, por consiguiente U es invariante por f.

Definicién 2.64 (Idempotente) Sea (V) F,+,-) un espacio vectorial y
f € Endp(V). Diremos que f es idempotente si f? = f.

La idempotencia es la propiedad para realizar una accién determinada varias veces

y aun asi conseguir el mismo resultado que se obtendria si se realizase una sola vez.

Definicién 2.65 (Proyeccién de U a través de W) Sea (V, F,+,-) un espacio
vectorial y U, W ambos subespacios vectoriales de V', tales que V = U & W. El
operador lineal f:V — W definido por:

flu+w)=u

en donde uw € U, w € W es llamado proyeccién de U a través de W.

2.14. Funcional lineal

Definicién 2.66 (Funcional lineal) Sea (V,F,+,-) un espacio wvectorial. Un
funcional lineal en V es un homomorfismo de V en el espacio vectorial

(F,F +,-).
El conjunto de todos los funcionales lineales en V' es denotado por:
V* = Hompg(V, F)

y se llama espacio dual de V.
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Ejemplo 2.66.1 Del ejemplo 2.61.3, tenemos que la funcion 7 : Cla,b] — R
definida como: )

"= [ s
es una transformacion lineal y como los valores de la trasformacion lineal va al

cuerpo del espacio vectorial, entonces T es un funcional lineal en Cla, b].

Ejemplo 2.66.2 Si tenemos el espacio vectorial (F™, F,+,-) y la funcion f :
F" — F, definida como:
f((ar,as,...,a,)) = anay + asas + -+ - + apay,
en donde o; € F, (a1, as,...,a,) € F", 1 <i <mn, es funcional lineal en F™.
Ejemplo 2.66.3 Sea g € Cla,b] una funcion fija y la funcion F : Cla,b] — R,
definida como
b
F(f) = [ (g0
en donde x € [a,b], f € Cla,b]. Entonces F es un funcional lineal en Cla,b].
Podemos observar que un funcional lineal esta determinado por sus valores en una
base del espacio vectorial. Mas precisamente, sea (V, F, +, -) un espacio vectorial de
dimension finita y
B={v;: (1<i<n A dimp(V)=n A neN}

es una base finita de V' y sea f € V™.
Entonces si v € V', podemos escribir a v como combinacion lineal de los elementos
de *B, asi que:

V= U1 + QoUg + « - - + QU = iaivi
en donde «; € F', 1 <1 <n, por lo tanto: -
f(v) = floqvr + agvg + - + avy)
= flawor) + flagvz) + - + flanvn)

alf(vl> =+ an(U2> +oee anf<vn)
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y como los «o; € F dependen de v, esta claro que el conocimiento de los f(v;)
determinan a f.
Antes de considerar un resultado de vital importancia de los funcionales lineales,

consideremos la siguiente definicién:

Definicién 2.67 (Funcién delta de Kronecker) Sea I un conjunto de indices.

Asi la funcién delta de Kronecker se define como:

1 si i = j:

0 si 1# 7.

5@']‘:
en dondei eI, jel.

Ya con este conjunto de conceptos dados, podemos dar un resultado que es de
gran importancia en los espacios vectoriales, y en este aspecto difieren los espacios
vectoriales de dimensién finita con los que poseen dimensién infinita.

Veamos que:

Teorema 2.68 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita. Entonces

Demostracién:
Como por hipétesis (V, F, +, ) es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces
supongamos que dimpV = n, con n € NT, asi que por el teorema 2.22 existe una

base finita B de V', digamos que:
B = {Ul,UQ, c. ,Un}
entonces definimos el conjunto B* de la siguiente forma:

B = {v],v5,...,0.}
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el conjunto de los funcionales lineales, tales que:
vi (vs) = b

con 1 <i<n,1<j<n,endonde d; es la funcién delta de Kronecker (definiciéon
2.67). Entonces debemos probar que 6* es una base finita de V* y asi de esta

manera llegamos a la conclusién de que:
dimpV* = dimgV
Veamos que:

(*) B* es linealmente independiente.

Sean aq,ao,...,q, € I, tales que
n
] + aguy + -+ U, = E a;v; =0
i=1

y puesto que v} (v;) = d;;, implica que

n

an[vf (v)] + asfvs (v,)] + - + eVl (v)] = D ailvi (v)] = 0

i=1

en donde 1 < 57 < n, entonces
n
Z av; (v;) = 0
i=1

iaiéij =0
i=1

y por la definicién de la funcién delta de Kronecker (definicién 2.67), tenemos

que
Z aiéij = ; = 0
i=1

con 1 <i < n. Entonces B* es linealmente independiente.
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(%*) B* es un sistema generador de V*.

Sea f € V* entonces debemos probar que f puede escribirse como

combinacion lineal de los elementos de 8*. Asi que

floi) = f(vi)

f(o
z”: v;) dij; 1<5<n
_< D81y + F(02)a; + -+ F(0)0n;
( )Ul (U]) + f(UQ)U2(U]) R f(vn)v;i(vj)

es decir:
n

f= fw)v(v)

i=1

en donde 1 < j <n.

Entonces 8* es una base finita de VV* y tiene el mismo nimero de elementos que la

base B de V, por lo tanto:

O

Existe una gran diferencia cuando el espacio vectorial posee dimension infinita y

entonces podemos volver a formular este resultado para espacios vectoriales de

dimension infinita de la siguiente manera:

Teorema 2.69 Sea (V) F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita. Entonces

La demostracion de este resultado, al igual que los ejemplos, seran presentados en

el siguiente capitulo.
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Definicién 2.70 (Base dual) Sea (V, F,+,:) un espacio vectorial de dimension
finita, con base B = {v; : i € I}. Para cada i € I, podemos definir el funcional

lineal v} € V* por la condicion de ortogonalidad
vi (v;) = 0y

en donde, §&;; es la funcion delta de Kronecker. Entonces el conjunto B* = {v} :

i € I} es una base para V* y se le conoce como base dual de ‘B.

Es importante preguntarse: ;qué pasaria si se cambia la dimension del espacio
vectorial, es decir, la dimension del espacio vectorial es infinita? Entonces podemos

probar lo siguiente;

Teorema 2.71 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita con base
B = {v; : i € I}. Entonces el conjunto B* = {vf : i € I} es linealmente

independiente.

Definicién 2.72 Sean (V, F,+,-) y (W, F,®,®) ambos espacios vectoriales y
f € Homp(V,W), g € Endp(V). Entonces

= f es un homomorfismo si f es una transformacion lineal.

g es un endomorfismo si g es un operador lineal.

f es un monomorfismo si f es una transformacion lineal inyectiva.

f es un epimorfismo si f es una transformacion lineal sobreyectiva.

s [ es un isomorfismo si f es una transformacion lineal biyectiva.

g es un automorfismo si g es un operador lineal biyectivo.

El conjunto de todos los automorfismo en V' se denota como Autp (V).
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[

Denotaremos como 2 isomorfismo entre espacios vectoriales, asi que si V', W son

espacios vectoriales isomorfos, entonces se escribird como:
V=w

Si dos espacios vectoriales son isomorfos no significa que sean iguales, pero toda
propiedad relacionada con la estructura de espacio vectorial que posea uno de ellos

se transfiere al otro a través del isomorfismo.

Ejemplos 2.72.1

1. Del ejemplo 2.61.4 tenemos que la transformacion lineal f de V,(F') sobre si

misma es biyectiva, entonces f es un isomorfismo.

2. Sean (F", F,+,-) y (F™, F,+,-) ambos espacios vectoriales. Entonces F™ =

F™ siy sélo sin = m. Para una demostracion de este resultado consultar [7].

3. Si tenemos los espacios vectoriales (V,(F), F,+,-) y (F™, F,+,-), entonces
Vo(F) =2 F", en donde la transformacion lineal biyectiva f : V,,(F) — F"

se define como:

f(aO + ax + CY2xz + -+ anflxn_l) = (Oéo, Qaq, 0, . .. 7057171)

Ejemplo 2.72.2 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y B =
{v1,v9,...,v,} una base finita ordenada de V. Siv € V, las coordenadas de v con
respecto a la base ordenada B constituyen una n-tupla ordenada (o, o, . .., qp) €

F™, como esta es unica para cada v € V, la funcion f:V — F", definida como

fv) = (aq,09,...,04) (2.49)

en donde

n
V= U1 + QU + * - - + Uy = E o, U;
=1

entonces [ es una transformacion lineal de V en F™ y esta funcion es un

isomorfismo de V en F™.
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Veamos que es un isomorfismo.

= f es una transformacion lineal.

Sean v,w € V, entonces v, w se pueden escribir como combinacién lineal de

los elementos de 2B, asi que

Vo= U]+ QU + -+ QU

w = B+ Pova + -+ By
por lo tanto, por definicién 2.1 (definicién de espacio vectorial)

v4w = (a + Bi)vr + (ag + Bo)va + -+ - + (an + Bn)vn

entonces
fo+w) = (oq+pP1,a+ Ba,...,qn+ 5n) * Por ecuacién 2.49.
= (a,qg,...,q,) 4+ (81, B2y -, ) * Por ecuacién 2.1.
= f(v)+ f(w) * Por ecuacion 2.49.

y ademas, si a € F', tenemos que

av = alaqvy + aguy + -+ - + avy)

= (aaq)v + (@az)vg + -+ + (aay v,

entonces
flav) = (ao,aag,...,a0) * Por ecuacion 2.49.
= alog,qn,... ) * Por ecuacién 2.2.
= af(v) * Por ecuacion 2.49.

Asi que con esto tenemos que f es una transformacion lineal.
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= f es inyectiva.

Sean v,w € V, escritos en combinacién lineal como se expresé anteriormente,

asi que tenemos;

fv) = f(w)
(o, g, .. 0n) = (Bi, By, Bn)

y por igualdad de componentes, obtenemos que
a; =0 (con 1<i<n)
y por consiguiente

a1V +CE2U2+"' +anvn = 61’01 —|-52U2+"' +ﬁn2}n

vo= w
asi que f es inyectiva.

= f es sobreyectiva.
Si tomamos la n-ésimas ordenadas (aq, ao, ..., ) € F™, entonces el vector

V=1V + QoUs + -+ - + QpUy
se aplica en ella mediante f.

Este ejemplo nos demuestra que todo espacio vectorial de dimensién finita es
isomorfo a F™.

Después de este ultimo resultado, el estudio del espacio vectorial de dimensién
finita (V, F,+, -), desde el punto de vista de su estructura vectorial se identifica con

el estudio de F'", referido a su base natural. Esta es una de las razones por la que a
B = {61,62,...,€n}

se le denomina también base canénica.

Ahora podemos replantearnos el teorema 2.40 y decimos que:
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Teorema 2.73 Sean V' y W ambos espacios vectoriales de dimension infinita.
Entonces

dimpW = dimpV < W=V

2.15. Teoremas de isomorfismo

Definicién 2.74 (Kernel (o nicleo)) Sean V' y W ambos espacios vectoriales
sobre el cuerpo F y si f € Hom(V,W). Entonces definimos el kernel (o nicleo)

de f como:

K(f)={veV: flv)=0w}
La dimension del kernel de f, se le conoce como nulidad y se denota:
Nulidad(f) = dimp(K(f))

Ejemplo 2.74.1 Tenemos la transformacion lineal f, definida como se realizo en

el ejemplo 2.61.1; es decir f:R? — R3, definida como:
f((@,y) = (y, =22 + 2y, 7)
y aplicando la definicion de kernel (definicion 2.74) obtenemos que:
K(f)={(z.y) eR*: f((z,y)) =(0,0,0)}

es decir
K(f) ={(z,y) e R*: (y,—2z+2y,2) = (0,0,0)}

entonces se puede ver que x =0, y = 0 y por consiguiente K(f) = {(0,0) € R?}.

Definicién 2.75 (Imagen) Sean V' y W ambos espacios vectoriales sobre el

cuerpo F. Si f € Hom(V, W), entonces la imagen de f esta definida como:

Img(f)={weW: w= f(v), para algun ve V}
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La dimensién del subespacio imagen de f, se le conoce como rango y se denota

Rango(f) = dimg(Img(f))

Ejemplo 2.75.1 Procedamos a encontrar la imagen de f, definida tal y como se

realizo en el ejemplo 2.7/.1, entonces de la definicion anterior tenemos que

Img(f) = {(z,y,2) €ER*: (x,y,2) = f((v,v)), para algun (u,v) € R?}

= {(z,y,2) eR®: (2,9,2) = (v, —2u+ 2v,u)}

Asi que v =x, u= z, por lo tanto y = —2u + 2v, entonces y = —2x + 2z esto
implica que

Img(f) = {(x, -2z +22,2) € R*}

Yy como

(x,—2x+2z,2) = x(1,-2,0) + 2(0,2,1)
entonces

[mg(f) = L({(L -2, 0)7 (Oa 2, 1)}) =R?
Nota:

Se puede probar que K(f) <V e Img(f) < W. Es decir, tanto el kernel de f,

como la imagen de f son subespacios de V' y W, respectivamente.

Teorema 2.76 (Primer teorema de isomorfismo) Sean V' y W ambos espa-

cios vectoriales y f € Hom(V,W). Entonces
V/K(f) = Img(f)

Teorema 2.77 (Segundo teorema de isomorfismo) Sea V un espacio vectori-

al y U, W ambos subespacio vectoriales de V. Entonces

U+ W))W =U/UNW)
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Teorema 2.78 (Tercer teorema de isomorfismo) Sea V' un espacio vectorial
y UCW CV, en donde U, W son ambos subespacio vectoriales de V. Entonces

v

wo W

Para una demostracién explicita de los teoremas de isomorfismo consultar [21].

Proposicién 2.79 Sean V y W ambos espacios vectoriales y si f € Hom(V,W).

Entonces:
(i) f es sobreyectiva si y sdlo si Img(f) = W.

(ii) f es inyectiva si y solo si K(f) = {0y}.

Demostracion:
Parte i):
Esta demostracion es inmediata de la definicién de sobreyectividad y la definicion

de imagen (definicion 2.75).

Parte ii):

(=)

Sabemos que f(0y) = Oy y supongamos que u € K(f), entonces por definicién
de kernel (definicién 2.74) tenemos que f(u) = Oy, por lo tanto, f(u) = f(Oy) y
como por hipdtesis f es inyectiva y por definicién de inyectividad u = Oy, entonces
K(f) ={0v}.

(=)

Sean u,v € K(f), entonces:
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por lo tanto, u — v € K(f) y como por hipétesis K(f) = {0y}, esto implica que

u—v = Oy, asi que u = v. Entonces f es inyectiva.

Teorema 2.80 Sean (V,F,+,-) y (W, F,®,®) espacios vectoriales de dimension
finita y f € Hom(V,W). Entonces:

dimp(K(f)) + dimp(Img(f)) = dimgV

Demostracién:

Esta proposicién es una consecuencia inmediata del primer teorema de isomorfismo
(teorema 2.76) y del Teorema 2.36. Puesto que por hipétesis (V, F, +, +) es un espacio
vectorial de dimension finita y ademdas K (f) < V, entonces por el teorema 2.36 nos

garantiza que:

dimp (K (f)) +dimp(V/K(f)) = dimpV (2.50)
y por el primer teorema de isomorfismo (teorema 2.76), se tiene que:

V/IK(f) = Img(f)
Asi que:
dimp(V/K(f)) = dimp(Img(f)) (2.51)
y entonces sustituyendo 2.51 en 2.50, se obtiene que:
dimp(K(f)) + dimp(Img(f)) = dimpV

O

Este resultado es valido también para espacios vectoriales de dimensién infinita,

este caso lo trataremos en el proximo capitulo.
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Ahora de la demostraciéon del resultado anterior obtenemos una consecuencia
inmediata, que resulta de aplicar el primer teorema de isomorfismo (Teorema 2.76)

y el teorema 2.73
dimp(V/K(f)) = dimp(Img(f))

es decir:

codimp(K(f)) = dimg(Img(f))

Ejemplo 2.80.1 El teorema anterior nos facilita la resolucion del ejemplo 2.75.1
y tras averiguar que:
y ademds que:
dimzR® = 3
entonces:

dimg(Img(f)) = dimgR® — dimg(K(f)) =3—-1=2

y como la imagen de f es un subespacio finito de R?, se concluye de manera
immediata que:

dimg(Img(f)) = R?

puesto que si W <V, V es de dimension finita,entonces por el teorema 2.40, se
tiene que

dimpW = dimpV <— W=V
El siguiente resultado se cumple solo para espacios vectoriales de dimensién finita.

Corolario 2.81 Sean V y W ambos espacios vectoriales y [ € Hom(V, W),
donde ambos espacios son de dimension finita y dimpV = dimpW . Entonces los

siguientes resultados son equivalentes:

(i) f es inyectiva.
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(i) f es sobreyectiva.
(iii) f es biyectiva.
(iv) dimg(Img(f)) =n; siendo dimpV =n, con n € NT.

Demostracién:

(i) = (ii).

Por hipétesis  f es inyectiva y por las proposicién 2.79-ii, tenemos que K(f) = {0y}
asi que:

dimpK(f) =0

y por el teorema 2.80, se tiene:
dimg(Img(f)) = dimgV
y como por hipétesis:
dimpV = dimpW == dimsW = dimg(Img(f))
y por el teorema 2.40, tenemos que:
Img(f) =W
entonces por la proposicion 2.79-i, obtenemos que f es sobreyectiva.
(i) = (i).

Por hipétesis f es sobreyectiva y por la proposicién 2.79-i, tenemos Img(f) = W

y como por teorema 2.80
asi que como por hipotesis dimpV = dimgW, por lo tanto:

dimpK(f)=0 =  K(f)={0v}
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entonces por la proposicién 2.79-ii  f es inyectiva.

o
(i) = (iii).
Es inmediata, utilizando (i) = (ii).
o
(il) = (iii).
Es inmediata, utilizando (ii) = (i).
o

y ademds (iiil) = (i) y (iii) = (ii) son inmediatas de la definiciéon de
biyectividad.

Los otros casos son consecuencias obvias.

Definicién 2.82 (Doble funcional lineal) Sea (V| F,+,-) un espacio vectorial y
V* el espacio dual, asi el doble funcional lineal es el conjunto de todos los

funcionales lineales en V*. Definimos y denotamos el doble dual
V™ = Homp(V*, F)

Definicién 2.83 (Funcién candénica de V en V**) Sea (V,F,+,-) un espacio

vectorial. Si v € V', consideremos la funcion:

v V¥ — F

[ — fv)

asi v(f) = f(v) y ahora definimos la funcion:

T .V — V™

v — U

por lo tanto, T(v) = v. Esta funcién es llamada funcién canénica de V' en V**.
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Se puede probar que v € V**,
Ahora tomando en cuanta el corolario 2.81, tenemos el siguiente resultado para

espacios vectoriales de dimension finita:

Teorema 2.84 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita. Entonces

la funcion canonica de 'V en V** es un isomorfismo de V en V**,

Demostracion:

(%) 7 es una transformacién lineal.

Sean v,w € V y a € F, entonces debemos ver que 7 es una transformacion

lineal, por lo tanto:

T(aw +w) = av+w(f) * Vf € V*y por definicién 2.83.
= flav+w) * Por definicién 2.83..
= af(v)+ f(w) x Por ser f un funcional lineal.
= av+w * Por definicion 2.83.

= ar(v)+7(w)
entonces 7 es una transformacion lineal.

(**) T es inyectiva.

Sean v,w € V, asi que:
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Tenemos que probar que v — w = 0y, con esto obtenemos que v = w y

asi tenemos que 7 es inyectiva.

Supongamos que v — w # 0; hagamos v; = v —w y completemos {v;} a una
base {v1,v2,...,v,} de V (con dimpV = n, n € N*). Sea {f1, fo,..., fn} la

base dual a {vy,vs,...,v,} de V.

Entonces fi(v;) = d;;; asi fi(vy) = 1 y por lo tanto fi(v1) # 0. Por
consiguiente f(v — w) # 0, y con esto llegamos a una contradicién. Por lo
tanto, f(v—w) = 0, si se cumple que v —w = 0, asi que v = w, entonces T es

inyectiva.

(% % x) T es sobreyectiva.

Por corolario 2.81, tenemos que si 7 es inyectiva (resultado anterior), entonces

T es sobreyectiva.

Entonces 7 es un isomorfismo de V en V**, asi que
O

Teorema 2.85 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita. Entonces

la funcion canonica de 'V en V** es un monomorfismo.
Corolario 2.86 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension finita. Entonces

Ahora pasamos al caso donde la dimensiéon del espacio vectorial es un cardinal

infinito, tenemos que

Teorema 2.87 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita. Entonces
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Teorema 2.88 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita, digamos

que

dimpV = Kk, en donde k es un cardinal infinito y p el nimero cardinal asociado

a el cuerpo F'. Entonces

dimpV* =y~



Capitulo

Espacios Vectoriales de Dimension Infinita

3.1. Introduccion

Los espacios vectoriales tienen aplicaciones en diferentes areas de la matematica,
la ciencia y la ingenieria. En el capitulo anterior se trataron en detalle los espacios
vectoriales que poseen dimension finita, pero se presentan una gran variedad de
espacios vectoriales que poseen dimensién infinita (es decir, no tienen dimensién
finita). Como punto destacado, es importante resaltar la relevancia del estudio
de los espacios vectoriales de dimensién infinita en la matematica moderna y es
de mencionar que estos resultados impactan en distintas areas del conocimiento,
tales como: Fisica, Quimica, Computacién, Meteorologia, entre otras. En especial,
los espacios vectoriales de dimension infinita se utilizan en estudios matematicos
relacionados con las series de Fourier, los cuales son usados en las rutinas modernas
de compresion de imégenes y sonidos. También proporcionan el marco para la
resolucion de ecuaciones en derivadas parciales, se utilizan en la mecanica cuantica,
teoria de las ondas electromagnéticas, entre otras. Desde mediados del siglo XIX se
ha venido desarrollando la teoria de los espacios vectoriales de dimension infinita y
existen diferentes personajes matematicos que han contribuido al desarrollo de esta

area del dlgebra, entre los cuales se encuentran: Salvatore Pincherle (1853-1936),
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Stefan Banach (1892-1945), Henri Lebesgue (1875-1941), David Hilbert (1862-1943)
y Nathan Jacobson (1910-1999), entre otros. Es importante resaltar la participacién
de otras teorias matematicas en el desarrollo de la teoria de los espacios vectoriales
de dimension infinita, como por ejemplo: el andlisis funcional, la teoria de conjunto

(en especial, aritmética transfinita) y la topologia.

En virtud de las consideraciones anteriores seria muy importante preguntarnos:
jcudl es la relacion que existe entre los espacios vectoriales de dimensién finita y
los que tienen dimensién infinita? ;que propiedades poseen en comin estos espacios
vectoriales? jen que difieren los espacios vectoriales de dimension finita con aquellos
que son de dimensién infinita? Por ejemplo, observamos que cada espacio vectorial
(V, F,+,-) que es finitamente generado, tal que V' # {0y}, entonces existe una base
finita para V' (teorema 2.22), por lo tanto, ;los espacios vectoriales (V, F,+, ) que
son estrictamente infinitamente generados, tal que V' # {0y}, tienen bases de Hamel
infinitas en V7 por ejemplo, si tenemos el espacio vectorial de las funciones continuas
con valores reales en el intervalo [a, b], es decir, el espacio vectorial (C[a, ], R, +, "),
entonces jcémo garantizar la existencia de su base? En este capitulo tratard de las

cuestiones antes citadas.

En este trabajo se demostrara que cualquier par de conjuntos generadores,
linealmente independiente de un espacio vectorial infinito dimensional poseen la
misma cardinalidad. En tal sentido, esto nos permitira definir de manera precisa la

dimensién de un espacio vectorial infinito dimensional.

Se puede observar que existen algunas diferencias de gran relevancia entre
los espacios vectoriales de dimensién finita y los espacios vectoriales infinito
dimensionales, como por ejemplo, si tenemos el espacio vectorial (V) F,+,-) de
dimension finita y W < V; se tiene que, si dimpW = dimgV entonces W =V
(teorema 2.40). Pero si tenemos que el espacio vectorial (V, F, +, ) es de dimensién
infinita y W < V. con dimpW = dimgV, entonces no necesariamente se cumple

que W = V. ver ejemplo 2.40.1 para observar y sustentar lo antes comentado.
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Otra diferencia importante que podemos resaltar es que si (V) F, +,-) es un espacio
vectorial de dimensién finita, entonces dimpV* = dimgV (teorema 2.68), pero
cuando (V| F,+,-) posee dimensién infinita, entonces dimgV* > dimgV'.

Tenemos que destacar también que existen resultados que se cumplen en comun
tanto para los espacios vectoriales de dimension finita como para los espacios
vectoriales infinito dimensionales. Se verifica lo siguiente: si (V, F, +, ) es un espacio

vectorial con dimension arbitraria y W < V| entonces:

(teorema 2.36, para cuando el espacio vectorial es de dimensién finita) y si ademads
consideramos otro espacio vectorial (U, F,®,®) también de dimensién arbitraria,

entonces si  f € Homp(V,U) se cumple que
dimg(K(f)) + dimg(Img(f)) = dimgV

(teorema 2.80, para cuando el espacio vectorial es de dimensién finita). Estas son
algunas de las propiedades similares entre espacios vectoriales de dimensién finita
y los infinito dimensionales.

Naturalmente, el estudio de los espacios vectoriales de dimensién infinita requiere de
razonamientos y la aplicacion de herramientas matematicas mas sofisticadas, como
lo son: el lema de Zorn, la teoria de los nimeros ordinales y cardinales, el anélisis

matematico, entre otras.

3.2. Conceptos fundamentales

En el capitulo 2 (Estudio preliminar sobre espacios vectoriales), en la seccién 2.4
(Combinaciones lineales) se traté la definicion de combinacién lineal de un conjunto
finito de elementos (definicién 2.7), pero jqué significa una combinacién lineal de un

conjunto infinito de elementos de un espacio vectorial?. La definicién 2.1 (definicién
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de espacio vectorial) da un axioma para sumar dos elementos de un espacio vectorial
V', pero no para sumar una cantidad infinita de elementos de V. Es decir, por sumas
sucesivas, tal que si v,w,z € V, entonces podemos realizar la operacién v + w + z,
esto se hace en el sentido de que se suman un conjunto finito de elementos en V,
pero en general, no existe una manera de atribuirle el significado de suma infinita
de elementos de un espacio vectorial.

Entonces debemos encontrar una manera de expresar una combinacion lineal de
un conjunto infinito de elementos de un espacio vectorial y esto lo hacemos de la

siguiente manera:

Definicién 3.1 (Combinacién lineal) Sea (V,F,+,-) un espacio wvectorial y
W CV, tal que W es un conjunto infinito (es decir, |W| = k, en donde k es
un cardinal infinito). Se dice que v € V' es una combinacién lineal de elementos
W' con coeficientes escalares en F, si evisten U C W, H CF (U y H
finitos), digamos que U = {uy,us,...,u,} y H={ay,aq,...,a,}, tales que
n
v :Z%Ui = U1 + Qg + * - - + Uy

=1

Al igual que para el caso donde las combinaciones lineales se realizan en un conjunto
finito, denotaremos el conjunto de todas las combinaciones lineales de W como
L(W).

Las definiciones que se realizaran a continuacién ya fueron tratadas en el capitulo

anterior, pero es importante volver a enunciarlas.

Definicién 3.2 (Infinitamente generado) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y
W C V, tal que W es un conjunto infinito (es decir, |W| = k, en donde k

es un cardinal infinito). Diremos que V es infinitamente generado por W si

V = L(W).

Definicién 3.3 (Estrictamente infinitamente generado) Sea (V,F,+,:) un
espacio vectorial. Diremos que V' es estrictamente infinitamente generado si

V' es infinitamente generado y no es finitamente generado.
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Ejemplo 3.3.1 Si tenemos el espacio vectorial (Flz], F,+,-) y W C Flz],
definido como:

W={z": (0<i<oo A i€N)}C F[z]

entonces Fx] es estrictamente infinitamente generado por W, puesto que por

ejemplo 2.14.3 se tiene que:

y ademds F[z] no es finitamente generado, puesto que si existe k € N, entonces:

U={lp,z,...,2"} C F[]

y ademds Si:
k
Jj= (Z grad(:z:”)) +1
n=1

facilmente se comprueba que 17 ¢ L(U).

Ahora es importante replantearse el concepto dado anteriormente, pues en el
capitulo 2, seccion 2.6, definicién 2.16, evaluamos la definicién de independencia
lineal de conjuntos finitos, ahora la pregunta obvia que se plantea es: ;qué pasaria
si el conjunto que tomamos posee infinitos elementos? entonces se reformula la

definicién de independencia lineal de la siguiente manera:

Definicién 3.4 (Independencia lineal) Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial y
W C V, tal que W es un conjunto infinito (es decir, |W| = k, en donde k
es un cardinal infinito). Se dice que W es linealmente independiente si todo

subconjunto finito de W' es linealmente independiente (definicion 2.16).

Ejemplo 3.4.1 Consideremos el espacio vectorial (C[z], C,+,-) y W definido como
en el ejemplo 3.3.1, entonces W es linealmente independiente, puesto que st

tomamos un subconjunto finito de W, digamos que

U={lp,z,2%... 2"} CW,; con n €N
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Y supongamos que existen oy, aq,...,a, € C, tales que:
ap+ar+ - +a,z" =0

Entonces el teorema fundamental del dlgebra nos garantiza que todo polinomio de
grado n, con coeficientes complejos, tiene exactamente n-raices, no necesariamente
distintas, pero en este caso se debe contar las raices con sus multiplicidades. Es
decir, que la igualdad no se cumple para todo = € C, por lo tanto, para que la

igualdad se garantice debe cumplirse que:
ay=a1 =Qp="---=q, =0.

Ejemplo 3.4.2 Sea F un cuerpo y FN' el conjunto de todas las sucesiones
infinitas, entonces por el ejemplo 2.1.2 obtenemos que (FN+,F, +,+) es un espacio

vectorial y sea W C FN" | definido de la siguiente manera:
W={e: 1<i<oo A ieN"}

. +
en donde definimos a e; € FN' como:

posicion 1

ei:(OF,OF,...,OF, 1p ,OF,...,OF,...)EF’NJr

entonces W es linealmente independiente, puesto que si tomamos un subconjunto

finito de W, digamos que:
U={eies....,en} CW; con n € NT
Y supongamos que existen aq,...,o, € F, tales que:
ai1e] + ases + - -+ ape, = 0pn

Yy tenemos que:

(al,ag,...,an,...): (OF,OF,...,OF,...)
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y por iqualdad de componentes, se obtiene que:
=0y = =a,=0p

por lo tanto, W es linealmente independiente.

Definicién 3.5 (Base de Hamel infinitas) Sea (V| F,+,-) un espacio vectorial
y B CV, tal que B es un conjunto infinito (es decir, |B| = K, en donde Kk es
un cardinal infinito). Se dice que B es una base de Hamel infinita de V si se

cumple que:

(i) B es linealmente independiente.

(ii) V es estrictamente infinitamente generado por B.

Ejemplo 3.5.1 Si tenemos el espacio vectorial (Clz],C,+,-) y
B={r': 0<i<oo A ieN)}

por el ejemplo 3.3.1 Clz| es estrictamente infinitamente generado por B, ademds

B es linealmente independiente por el ejemplo 3.4.1. Entonces ‘B es una base de

Hamel infinita de Clz].

Ejemplo 3.5.2 Si tenemos el espacio vectorial (FN+,F,+, -), el espacio de las
sucesiones infinitas y por el ejemplo 3.4.2 W es linealmente independiente, pero es
de notar que W no genera a FNJr, puesto que ezisten elementos {a,} € FN+, tal
que {a,} no se puede escribir como combinacion lineal (finita) de los elementos de
W, por ejemplo (1p,1p,...;1p,...) € FN no existe una forma de escribirlo como
una combinacion lineal finita de los elementos de W. Entonces W no es una base

de Hamel infinita de FN*, puesto que W no genera a FN'.
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3.3. Existencia de una base

Si tenemos un espacio vectorial (V, F, +, ), tal que V' # {0y }, el cual es finitamente
generado por W y sea U C W linealmente independiente, entonces existe una base

finita para V', tal que:

UCBCW

este resultado, en particular, fue demostrado en el capitulo anterior y es un hecho
bien conocido (teorema 2.21). Pero podemos preguntarnos: ;jpodemos garantizar
la existencia de al menos una base de Hamel infinita que cumpla con la condicién
anterior si el espacio vectorial es estrictamente infinitamente generado?

Al igual que para el caso donde el espacio vectorial es finitamente generado, cuando
el espacio vectorial es estrictamente infinitamente generado por Wy U C W

linealmente independiente, entonces existe una base de Hamel infinita, tal que:

UcsCcw

Para demostrar que todo espacio vectorial infinito dimensional posee al menos una
base de Hamel infinita se necesita utilizar técnicas de la teoria de conjunto. Nos
proponemos aqui dar una demostracion de la existencia de bases de Hamel infinitas
utilizando el lema de Zorn-Karatowski, que es un resultado equivalente al axioma
de elecciéon y al principio de buena ordenacion. La demostraciéon de los hechos
enunciados al comienzo del parrafo consiste en considerar todas las familias de
subconjuntos linealmente independientes de un espacio vectorial; hallar una que
sea maximal y demostrar que esta genera a todo el espacio vectorial. La utilidad
de la teoria de conjuntos, en particular, el lema de Zorn-Karatowski consiste en
asegurar la existencia de la familia linealmente independiente maximal.

Asumimos que el espacio vectorial V' # {0y}, puesto que si V' = {0y} entonces por

convencién se asume que la base 9B es el conjunto vacio, es decir, B = ().
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Observemos los siguientes dos resultados de vital importancia en los espacios

vectoriales estrictamente infinitamente generados.

Teorema 3.6 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial, tal que V- # {0y }. Sea W CV
y 'V estrictamente infinitamente generado por Wy sea U C W  linealmente
independiente. Entonces existe al menos una base de Hamel infinita B de V', tal
que:

UcCBCWwW

Demostracion:

(i) A continuacién demostraremos la existencia de B y veremos que B C W.
Sea P una coleccion de subconjuntos linealmente independientes que contienen a

U y que estan contenidos en W es decir:
P={BCV: (UCBCW A B es linealmente independiente)}

y dotamos a P de una relacién binaria, la relacién de inclusién, que la definimos de

la siguiente manera:
VB,B'€e PIB< B si BCDB|

entonces (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Tenemos que P # (), puesto que por hipétesis U C W y U es linealmente
independiente, por lo tanto, U € P.

Sea,

una cadena de elementos de Py digamos que:
L=JB
iel
entonces como B; C W (Vi € I), por definicién de Py por definicién de unién
tenemos que L C W y es facil notar que L contiene todos lo elementos de la

cadena C. Asi que Vi € I, entonces B; < L.
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Debemos demostrar que L € P, es decir, L es linealmente independiente.

(*) L es linealmente independiente.

€ L; por definicién de unién existen B, By,, ..., B;;

Sean v, Uiy, ..., U
tales que:

v, € Bi,; 1<k<n
como C es una cadena existe j (1 < j < n) tal que Vk < n,
B;, € Bi; VE < n y

C B;; por lo tanto, es evidente que vy,

como B;; es linealmente independiente (puesto que B;; € P); entonces
{vi,,Vip,...,v;, } es linealmente independiente. Por definicién 3.4 L es

linealmente independiente. Luego L € P.

Como L contiene todos los elementos de la cadena C, es claro que L es una cota
superior de C.

Por lo tanto, tenemos que (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado respecto
a la relacion de inclusiéon y P # (). También tenemos que toda cadena C de P
tiene una cota superior L en P, entonces aplicando el lema de Zorn-Kuratowski
(lema A.14) obtenemos que P tiene un elemento maximal ‘B, el cual es linealmente
independiente.

Ahora debemos demostrar que un conjunto linealmente independiente maximal ‘B
es una base de V.

De la definicién 3.5 (base de Hamel infinita) nos falta por demostrar que V' es
estrictamente infinitamente generado por 8, pues ya sabemos que ‘B es linealmente
independiente.

Supongamos que existe un v € V', tal que v no pertenece al subespacio generado
por B, es decir, v € V\L(B). Consideremos B = B U {v}. Por resultado 2.18 B
es linealmente independiente. Ademas B < B y B # B (es decir: B < ‘%) Es
claro entonces que B € P; lo cual contradice el hecho de que B es un elemento

maximal de P. Entonces L(B)=1V.



140 Espacios Vectoriales de Dimension Infinita

Por lo tanto, 28 es una base de Hamel infinita de V.
(ii) U C B. Es inmediata de la definicién de P.

Entonces B es una base de Hamel infinita y

UvcBCWw

Corolario 3.7 (Existencia de la base) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial, tal
que V # {0y} y es estrictamente infinitamente generado. Entonces existe al menos

una base de Hamel infinita para V.

Demostracion:

La demostraciéon de este resultado es inmediata del teorema 3.6 y asumiendo que
U = 0 (que por convencién U es linealmente independiente). Entonces por el
teorema 3.6 existe una base de Hamel infinita B, tal que B C W. Siendo W = V.

O

En particular del teorema 3.6, tenemos las siguientes propiedades que se cumplen

de forma inmediata:
= Todo espacio vectorial tiene una base.
= Un conjunto linealmente independiente en V| esta contenido en una base.

» Todo sistema generador de V' contiene una base.

3.4. Equicardinalidad de las bases de Hamel
infinitas

Primero debemos observar la siguiente cuestion: jpor qué no puede ocurrir que V'

posea un conjunto de n-elementos (n € w) generadores linealmente independiente
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y un conjunto de cardinalidad x (k cardinal infinito) de generadores linealmente
independiente? Supongamos que existe un conjunto 8 de n-elementos (n € w)
sistema generador de V' y linealmente independiente, por lo tanto, por definicién
2.20 es una base finita de V, entonces todo conjunto con mas de n-elementos es
linealmente dependiente (por lema 2.26), por consiguiente, no puede existir un
conjunto de cardinalidad  (siendo k un cardinal infinito) linealmente independiente.
Se demostré en la seccion anterior que todo espacio vectorial estrictamente
infinitamente generado tiene al menos una base de Hamel infinita y ademaés sabemos
por el capitulo 2, secciéon 2.8, que en todo espacio vectorial no trivial, el cual es
finitamente generado, cualesquiera bases tienen la misma cantidad de elementos
(por teorema 2.27); pero cuando el espacio vectorial posee bases de Hamel infinitas,
en la cual cada base de Hamel infinita tiene un cardinal infinito asociado a ella,
entonces, podemos preguntarnos: ;poseen la misma cardinalidad dos bases de Hamel
infinitas de un espacio vectorial? En esta secciéon nos ocuparemos de demostrar que
la proposicion es cierta, es decir, dos bases de Hamel infinitas cualesquiera de un
espacio vectorial poseen la misma cardinalidad.

La demostracion de que dos bases de Hamel infinitas cualesquiera tienen la
misma cardinalidad no es una generalizacion obvia del caso finito. La siguiente
demostracién sigue el esquema planteado por H. Lowig (ver [11]) y este resultado

lo enunciamos de la siguiente manera:

Teorema 3.8 (Lowig) Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial estrictamente infini-
tamente generado y B, B’ bases de Hamel infinitas de V. Supongamos que
B ={v,: a<kt y B ={w,: a < A} (en donde k,\ son cardinales

infinitos), entonces Kk = \.

Demostracion:

Definamos la siguiente relacién R en B: v,Rvs (con «, f < k) si y s6lo si existe

I C k (en donde I es un conjunto finito) y una familia de escalares no nulos
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{c; : i€}, {b: i€}, tales que:
Vo = Z C;w; A vg = Z biw;
il iel

Claramente R es una relacion de equivalencia en *B. Sea
B/R={[v.] : a« < K}
el conjunto de clases de equivalencia. Notemos que:
I'B/R| < k
Se define la funcién f:B/R — [A]<¥, de la siguiente forma:

f([va]) = {A1, A2, A}

si y sélo si existen escalares no nulos (en F') {c,ca,...,cs}, tales que:

S
Va = E C,W),
i=1

Evidentemente f esta bien definida, pues no depende del representante de la clase
de equivalencia seleccionado. Ademads cada o < A estd en algin subconjunto finito
que esta en Rgo(f), pues si p no estd en el rango de ningun subconjunto finito de
Rgo(f), tenemos que como B es una base de Hamel infinita, existe I C x y escalares
no nulos en F {¢;: i € I}, en donde:

w, = Z Civ;.

iel

A la vez cada v; es expresable en términos de un subconjunto finito de 8" (entre los
que no aparece w,); esto contradice la independencia lineal de los {w, : a < A}
(notar que en la expresion anterior w,, tendria coeficiente (-1)).
Supongamos que:

[Rgo(f)| = < A
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entonces:

A= [{w, : a<)\}|:‘U{B: B € Rgo(f)}| Sw - p=max{w,u} =p

puesto que w < p, contradiccion, ya que p < .
Asf que [Rgo(f)| =X y
A=|B/R| <|B| =+«

Invirtiendo los papeles y definiendo la relacion de equivalencia de manera andloga
en B’, obtenemos que k < \. Asi que aplicando el teorema de Cantor-Schroder-

Bernstein (teorema A.22), obtenemos que & = A.

Es decir, dos bases de Hamel infinitas de un espacio vectorial son equipotentes.

Con el resultado anterior demostrado, ya estamos en propiedad de hablar de
dimensiéon de un espacio vectorial que posee bases de Hamel infinitas. Al igual
que en el caso donde el espacio vectorial tiene dimensién finita, entonces nosotros
podemos hablar de la dimensién de un espacio vectorial estrictamente infinitamente
generado como el nimero cardinal asociado a una de su base, mas formalmente,

podemos decir que:

Definicién 3.9 (Dimensiéon de Hamel) Sea (V) F,+,-) un espacio vectorial y
Kk un cardinal infinito. Diremos que el espacio vectorial V' sobre el cuerpo F es de

dimensidn k si existe una base de Hamel infinita B de V' tal que:
B| = &

Entonces se dice que el espacio vectorial V' sobre el cuerpo F' es de dimensién

infinita (0 infinito dimensional).

Ejemplo 3.9.1 Si k es un cardinal infinito, existen espacios wvectoriales de

dimension k.

V={f:kr—{0,1}: Ha<k: fla)#0} <w}
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sobre el cuerpo Zs. Notemos que:
V=] [ |=] |

Ejemplo 3.9.2 Sea (Clz],C,+,-) un espacio vectorial. Entonces por el ejemplo
3.5.1 tenemos que:

B={r': 0<i<oo A ieN)}

es una base de Hamel infinita para el espacio vectorial C[x]. Ademds es de observar
que |B| = R, es decir:
dimcClz] =N,

Ejemplo 3.9.3 Sea ((NF)N" R, +,.) el espacio vectorial de las sucesiones

infinitas de niumeros reales, por lo tanto:
dimp (NT)N" = 2%

Se puede observar que:

22N
y ademas:
2% < R0 < (2M0)Ro &y Moo o 9o (3.1)
entonces:
Npo < 2%
y de la ecuaciéon 3.1 tenemos que
2% < Ny

por lo tanto, por el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder (teorema A.22)
obtenemos que:

Ny = 2%
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Ejemplo 3.9.4 (Matrices infinitas) Sea F un cuerpo y k, p cardinales infini-
tos. Se define una matriz real infinita de k-filas y p-columnas, como la fun-
cion:
M: kxpy — F

en donde mg, es la (§,n)- ésima entrada de M; como M(&,n) = myg,. Entonces
M = [mey]uxp-

El conjunto M"**(F) de todas las matrices sobre el cuerpo F, es un espacio
vectorial con respecto a la suma de matrices y multiplicacion de un escalar por

una matriz, definida del modo siguiente:

[mﬁn] + [nﬁn] = [m+ n]&n

a-[me] = [amle,
Entonces M"**(F') es un espacio vectorial de dimension infinita.

Ejemplo 3.9.5 Sea (Cla,b],C,+,:) wun espacio vectorial. Puesto que Cla,b] no
puede ser generado por un conjunto finito, entonces por el corolario 3.7 debe existir
un conjunto B de cardinalidad k (k cardinal infinito) el cual genera a Cla,b] y sea

linealmente independiente, es decir:
B| = &

entonces:

dimcCla, b = K

en donde K es un cardinal infinito.

3.5. Teoremas de la dimension

La mayoria de los teoremas que presentamos en esta seccién, se demostraron para el

caso donde la dimensién del espacio vectorial es finita en el capitulo anterior. Pero



146 Espacios Vectoriales de Dimension Infinita

cuando el espacio vectorial infinito dimensional, la demostracién de los siguientes
teoremas ameritan utilizar herramientas de la teoria de conjunto, en particular, de
la aritmética transfinita.

En la seccién 2.10, teorema 2.36, se demostré que si (V, F,+,-) es un espacio

vectorial de dimensién finita y W < V| entonces se cumple que:

Ahora, es importante preguntarse: ;qué pasa con este resultado si la dimensién del
espacio vectorial es infinita? A continuacién se demostrara que este resultado es

también valido para espacios vectoriales infinito dimensional:

Teorema 3.10 Sea (V, F,+, ) un espacio vectorial de dimension infinita y W < V.
Entonces:

dimsW + dimp(V/W) = dimgpV

Demostracién:

Notemos que si W =V el resultado es inmediato. Supongamos entonces W <V
y sea B’ ={v;: ¢ € I} una base de W. Por el teorema 3.6 podemos extender el

conjunto B’ hasta obtener una base de Hamel infinita de V. Digamos que:
B={v;: jeJ} (con I CJ)

es la base de Hamel infinita de V' que extiende a B'.

Sea

B’ = {[o,) : jeI\I}

en donde [v;] es la clase de equivalencia de v; (Ver definicion A.3) y debemos
demostrar que B” es una base de V/W.

Veamos lo anterior:

(%) B” es un sistema generador de V/W.
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Debemos comprobar que todo elemento de V/W se puede expresar como una

combinacién lineal de los elementos de B”.

Por lo tanto, para todo v € V, entonces [v] € V/W. Puesto que B es una
base de Hamel infinita de V' (por hipdtesis), entonces cada elemento v € V,

se expresa como una combinacion lineal de los elementos de B, es decir:
V= a1y + U, + oty + vy + Bavg, + - By,

donde {iy,ia,...,in} 1 v {j1,J2,---,Jm} C J\I, por consiguiente:

] = D v, ) 55%]
Lr=1 s=1

- o]+ [Sm]
L r=1 s=1
- Z[arvir] + Z[/stjs]
r=1 s=1
= Z ar[vi'r] + Z /BS[UjS]
r=1 s=1
Y COMO V), Vy, ..., 0;, € B C W, entonces [v;,.] = [Oy] (con 1 < r < n).

Asi que:
[0] =) Bilvs]
s=1

endonde [v;,] € B”y con esto demostramos que ‘B” es un sistema generador

de V/W.

(+%) B” es linealmente independiente.

Por definicién de conjuntos linealmente independientes (definicion 3.4),
debemos ver que cualquier subconjunto finito de B” es linealmente
independiente. Entonces si tomamos vj,,vj,,...,v;, € B\B', y es claro que

[Vils [Vja], - -+, [05,] € B
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Debemos demostrar que ellos son linealmente independientes en V/W y esto

se demuestra de igual forma como se hizo en el teorema 2.36, en la parte (xx).

&

Entonces B” = {[v;] : j € J\I} es una base de V//W, que segun lo visto tiene la

misma cardinalidad que J\I. Asi pues

dimgV = |B|
= [B'U(B\D)| * Puesto que B =B’ U (B\DB').
= |B'|+|(B\D)] x Por definicién de suma de cardinales.
] —  dimpW + dimp(V/W)
Nétese ademds que, como dimgV = k (kK es un cardinal infinito),
necesariamente:

dimpW =k V dimpV/W = k.

Teorema 3.11 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita. Para

cada subespacio vectorial W de V', entonces:
dimpW < dimpV.

Demostracion:

(*) Observemos que si W = V, entonces el resultado es inmediato del teorema

3.10 y ademas debemos de tener que:
dimsW =k
siendo k el cardinal infinito asociado a la base de Hamel infinita de V.

(*¥x) Supongamos que W < V y sea B’ = {v; : ¢ € I} una base de W. Por
el teorema 3.6 podemos extender el conjunto B’ hasta obtener una base de

Hamel infinita de V. Digamos que:

B={v;: jeJ} (con I CJ)
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es la base de Hamel infinita de V' que extiende a 8’. Supongamos que |J| = &,
en donde £ es un cardinal infinito (es decir, dimpV = k) y ademés
asumiendo el axioma de eleccion podemos asignarle un cardinal al conjunto
B’ asi que |B'| = |I| = A\, y como I C J, entonces |I| < |J|. Asi que si
|I| = |J| no hay nada que demostrar. Si |I| < |J|, y como por suposicién
tenemos que:

dimpW = A = |I|

y ademas:

por consiguiente:

dimpW = |I| < |J| =dimpV =  dimpW < dimpV

y con esto se demostro que:

O
Hay que hacer un énfasis importante y destacar que cuando el espacio vectorial es
infinito dimensional, a diferencia de los que poseen dimension finita, no se cumple
que:

dimpW = dimpV = W=V

y esto lo podemos observar en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.11.1 Consideremos el espacio vectorial (F[z], F,+,-) y sea

W = {ag+az+asz® + -+ agmpae®™ ™ 4+ ( €F, 0<2i+1 < 00),

tal que Im € N,k > m = g1 = 0}
por lo tanto, W < F[z]|. Ademdas, sabemos por el ejemplo 3.9.2 que:

dimpFlr] = ¥
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Y
B ={2"": 0<i<oo A ieN)}U{lp}
es una base de Hamel infinita de W, tal que |B'| = Ny, es decir:
dimsW = XN
y como:

dszF[x] = NO = dszW

pero es facil notar que W # V.

De la definicién 2.47 tenemos que si U, W son subespacios de V', con (V) F,+,+) un
espacio vectorial de dimensién finita, se dice que W es el complemento de U en V/,
siV =U®W. Ademas demostramos que todo subespacio vectorial propio de V,
tiene un complemento en V' (proposicién 2.48). Pero seria importante preguntarnos:
ies posible garantizar la existencia de un complemento de un subespacio vectorial
propio de V', cuando V' posee una dimension infinita? La repuesta a esta pregunta
es afirmativa, es decir, si se puede garantizar la existencia de un complemento para
un subespacio vectorial propio de un espacio vectorial de dimension infinita.

Se plantea este resultado de la siguiente manera:

Teorema 3.12 Sea (V, F,+, ) un espacio vectorial de dimension infinita y U < V.

Entonces existe un complemento de U en V', y lo denotaremos como V =U & W.

Demostracion:

Sea B’ = {v; : i € I} una base de U. Asi que por el teorema 3.6 podemos extender

el conjunto B’ hasta obtener una base de Hamel infinita de V. Supongamos que:
B={v;: jeJ} (con I CJ)
es la base de Hamel infinita de V' que extiende a B’. Por lo tanto, se tiene que:

B’ = {v: j eI}
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entonces es de notar que B” es linealmente independiente, puesto que todo
subconjunto de un conjunto linealmente independiente es también linealmente
independiente y el subespacio generado por 98" es el complemento de U en V,

es decir:
W= L({o;: je\Y)
entonces es facil ver que:
V=UaoW

O

Teorema 3.13 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita y U, T

ambos subespacios de V. Entonces:
dimp(U) + dimp(W) = dimp(U + W) + dimp(UNW)

Demostracion:

Si tenemos que dimp(U) A dimp(W) son finitas, el resultado es inmediato.
Supongamos, por ejemplo, que dimp(U) = k (en donde « es un cardinal infinito).
Digamos que B’ = {u; : i € I} es una base de U N W. Entonces por el teorema
3.6 podemos extender el conjunto B’ hasta obtener una base de Hamel infinita de

U y una base de W. Supongamos que:

B" = {v;: (jeJUI AN INnJ=0)}
B”" = {wy: (ke KUI AN INK=0)}

son las base de U y W, respectivamente, que extiende a B’.

Debemos demostrar que B” U B"” es una base de U + W.

(%) B”"UB" es un sistema generador de U + W.

Sea v € U+ W, por definicion 2.42 se tiene que v = v + w, en donde u € U

y w € W. Entonces existen vj,,vj,,...,vj, € B", wy,, Wk, ..., wg, € B" y
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Wiy s Uiy, - - -, U, € B tales que:

r p
u = E Oéisuis+§ Bim Vjim
s=1 m=1

y ademas:

r q
w = z )\is uis + z Pykt wkt
s=1 t=1

asi que como v = u + w, entonces:

T

P q
Vo= Z(Ozis + )‘is)uis + Z ﬁjmvjm + nyktwkt
m=1 t=1

s=1

por lo tanto B” UB" genera a U + W.

(%) B” UB" es linealmente independiente.

Sean U C B W c®B” vy X C %' (finitos). Digamos que:

U={vj,,vj,...,v5,}, W=Awp, Wiy,...,wr,} vy X ={u,uiy,...,u;}

tal que:

T p q
s=1 m=1 t=1

y utilizando un razonamiento similar al utilizado en la demostracion del

teorema 2.49- (%), llegamos a la conclusién de que
ais :/Bjm :’ykt = 0

con 1 <s<r,1<m<p 1<t<gq ypor consiguiente B” U B"”
es linealmente independiente, puesto que si todo subconjunto finito de un
conjunto infinito es linealmente independiente, entonces este conjunto cumple

con la independencia lineal.
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o
Por lo tanto, ahora tenemos que:
dimp(U) + dimp(W) = |[JUI|+|KUI|
= [+ U+ K|+ ]
= (JI+ 1+ |[K]) +[1]
= (|J|+ || + |K|) + dimp(UNW)
= dimp(U+ W) +dimg(UNW)
O

Por hipdtesis tenemos que el espacio vectorial (V, F,+,-) es infinito dimensional,
entonces por suposicion tenemos que algunos de estos subespacios vectoriales de V'
deben tener dimensién infinita (o ambos). Supongamos que dimp(U) = £k (£ un

cardinal infinito) y dimg(W) = A, tal que k > A, entonces debe cumplirse que:
dimp(U+W) =k \Y dims(UNW) =k
Es de observar que UNW < U + W y si dimg(U N W) = k, entonces se cumple:

dimp(U+ W) =k

3.6. Reticulados de subespacios

Los reticulados son un tipo especial de orden, en el que cada conjunto finito no

vacio tiene supremo e infimo. Mas formalmente se dice que:

Definicién 3.14 (Reticulados o Lattice) Sea L un conjunto no vacio y < una
relacion binaria en L. Si (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado, se dice que

(L,<) es un reticulado (o lattice)si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Ya € LVb € L[3sup{a,b}|.
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2. Va € LVb € L[3inf{a,b}].

Los reticulados son un caso especial de los conjuntos parcialmente ordenados,
en donde cualquier par de elementos de este conjunto tiene supremo e infimo.

Denotamos el supremo y el infimo de la siguiente manera:
(x) Vae LYbe L = aVb=sup{a,b}.
()*x) Vae LYbe L = aAb=inf{a,b}.

Estas operaciones son conocidas como union e interseccién, respectivamente.
Es de observar que si (L, <) es un reticulado, entonces la operacién V satisface

las siguientes propiedades:

(i) Yae LYbe LjaVb=>Val (Conmutatividad).

(ii) Yae LVb e LVYc € L{(aVb)Vec=aV (bV c)] (Asociatividad).
(iii) Ya € LVb € LlaV (a A b) = a] (Absorcién).

(iv) Va € L[a V a = a] (Idempotencia).

y ademas, de igual forma la operacion A satisface las siguientes condiciones:
(i) Yae LYbe LjaAb=0bA a] (Conmutatividad).

(ii) YVae LVbe LVc € L{(a Ab) ANc=a A (bA c)] (Asociatividad).
(iii) Ya € LVb € Lja A (a V b) = a] (Absorcién).

(iv) Va € L[a A a = a] (Idempotencia).

Obsérvese algunos ejemplos en particular de reticulados:

Ejemplo 3.14.1 Sea (L, <) un conjunto totalmente ordenado, entonces (L, <) es

un reticulado.
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Ejemplo 3.14.2 Sea L = {0,a,b,1}; con V, A definida de la siguiente manera:

A

0

@

b

1 v|0

0

0

0 0

0

= | <

A

p—

0
0
0
0

o | o

Una manera alternativa de describir el orden parcial, es de la siguiente manera: para

todo para ordenado (a,b) (con a,b € L) en donde a < b. En el ejemplo anterior se

obtiene:

<= {(07 0)’ (O’ CL), (07 b)? (07 1)7 (a,

a), (a,1), (b,0), (b, 1), (1,1)}

este reticulado puede ser expresado por el diagrama de Hasse de la forma siguiente:

Ejemplo 3.14.3 Sea L un conjunto no vacio y la relacion de inclusion (la relacion

binaria en L). Entonces (P(L),<C) es un conjunto parcialmente ordenado (por la
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observacion realizada en el ejemplo A.4.1). El supremo de dos subconjuntos de P(L)
es la union de los dos subconjuntos y el infimo de dos subconjuntos cualesquiera
de P(L) es la interseccion de los dos subconjuntos. Entonces (P(L),C) es un

reticulado.

Ejemplo 3.14.4 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo y sea {M;}ic; una
familia de submddulos de M. Si la relacion de inclusion es la relacion binaria en
{M;}icr, entonces se tiene que ({M;}icr, ) es un reticulado. En donde, el supremo
de dos submodulos es la suma de submodulos, es decir, si S y T son submddulos de

un modulo M, entonces:
sup{S, T} =S+T={s+t: (se€S AN teTl)}

y el infimo de dos submddulos cualesquiera de M, como la interseccion de ellos, es

decir:

mf{S,T}=5SNT={w: (wesS N wel)}

Los reticulados que poseen un interés en particular y que seran cuestion de estudio

en esta seccién son los reticulados de subespacios de un espacio vectorial.
Ejemplo 3.14.5 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial y
L={W: WCV AN W<V)}

si la relacion de inclusion es la relacion binaria en V. Entonces se tiene que (L, C)

es un reticulado.

En donde, si se tienen que U, W son subespacios cualesquiera de V', entonces:
sup{U W} = U+ W

inf{UW} = UnW

Se puede observar en particular del ejemplo 3.14.3 que (P(L), C) es un reticulado,

con la union de subconjuntos tomados como supremos de estos. Pero del ejemplo
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3.14.5 si tenemos que U, W son subespacios de V', entonces no necesariamente U UW
es un subespacio de V' (por la observacién realizada en la proposicién 2.5), como

sustituto a este conjunto tomamos:
U+W =LUUW) =sup{U, W}

Consideremos los reticulados de subespacios sobre espacios vectoriales de dimensién
finita e infinita y destaquemos la similitudes y diferencias que se presentan en cada
uno de los casos.

Es importante destacar que las propiedades de conmutatividad, asociatividad,
absorcién, idempotencia, respectivamente; se cumplen de forma analoga tanto para
el caso donde los reticulados estan definidos sobre los subespacios de un espacio
vectorial de dimensién finita, como para los infinitos dimensionales.

Ademads se cumplen algunas propiedades bésicas de reticulados, entre los cuales
podemos mencionar:

(1) Existe un elemento neutro en L, es decir, un elemento 0 de L, tal que:
Wno=0 AN W+0=W
para cualquier W € L. Es de observar que 0 = {0y }. Y ademaés:
wnv=w A W+V=V

(2) Si W C U, entonces:

Un(Ww+T) (UnNnW)+{UnNT)

= W+ UNT)
Un reticulado que cumpla la condicién (2), es conocido como reticulado de

Dedekind.
(3) Para algin W € L, existe un U € L, tal que:

wnUu=0 AN W+U=V
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es decir:

WeoelU=V

Un reticulado que cumpla la condicién (3), es conocido como reticulado
complementado.

Estas propiedades de los reticulados de subespacios de un espacio vectorial, son
validas tanto para el caso donde el espacio vectorial es de dimensién finita, asi como
también para cuando es de dimension infinita. Excepcion debe realizarse para las

condiciones de cadenas, que se estudiaran a continuacion.

3.7. Condiciones de cadenas

En esta seccion se estudiaran las condiciones de cadenas sobre los reticulados de
subespacios. Es importante mencionar ques estas condiciones jugaron un papel muy
importante en el desarrollo de la teoria de anillos conmutativos en los trabajos
realizados por David Hilbert, Emmy Noether y Emil Artin.

Evalua algunas definiciones importantes antes de entrar en el tema en cuestién.

Definicién 3.15 (Condiciones de cadenas ascendentes) Sea (P, <) un con-
junto parcialmente ordenado. Se dice que se satisfacen las condiciones de cadenas

ascendentes (cca) si dada una sucesion creciente
1 STy S X3 < -

de elementos de P, entonces existe un n € NT, tal que:
Tp = Tpt1 = Tpy2 =
La sucesion creciente en P se denomina estacionaria.

Definicién 3.16 (Condiciones de cadenas descendentes) Sea (P, <) un con-

gunto parcialmente ordenado. Se dice que se satisfacen las condiciones de cadenas
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descendentes (ced) si dada una sucesion decreciente:
e <a3 < <1y
de elementos de P, entonces existe un n € NT, tal que:
Ty = Tpg1 = Tp42 =~

En particular, se quiere estudiar un tipo especial de condiciones de cadenas, y
es sobre los reticulados de subespacios de un espacio vectorial. Se evaluaran las

condiciones de cadenas sobre los reticulados de un espacio vectorial de:

(i) dimensién finita.

(ii) dimension infinita.

Definicién 3.17 (Cadenas de subespacios) Sea (V, F, +, ) un espacio vectorial

y {Witier una familia de subespacios de V. Una cadena de subespacios de un

espacio vectorial es una sucesion {W;}"_, de subespacios de V tales que:
Oy} =W, CcW,1C---CWoCW, =V
en donde n € N* y la inclusion es estricta. La longitud de la cadena es n.

Definicién 3.18 (Condiciones de cadenas ascendentes de subespacios) Sea

(V, F,+,-) un espacio vectorial y
L={W: WCV A W<V)}
entonces (L,C) es un reticulado (por ejemplo 3.14.5) y sea {Wi}tier una familia

de subespacios de L. Se dice que L satisface las condiciones de cadenas

ascendentes de subespacios Si:
WiCW,CWsC---

es una cadena ascendente infinita de subespacios, entonces existe un n € NT, tal
que:

Wn:Wn+1:Wn+2:"'
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Definicién 3.19 (Condiciones de cadenas descendentes de subespacios) Sea

(V,F,+,-) un espacio vectorial y
L={W: WCV AN W<V)}

entonces (L,C) es un reticulado (por ejemplo 3.14.5) y sea {W;}ier una familia
de subespacios de L. Se dice que L satisface las condiciones de cadenas

descendentes de subespacios si:
e SW3 < W < W

es una cadena descendente infinita de subespacios, entonces existe un n € NT, tal
que:

Wn:Wn+1:Wn+2:"'

Un espacio vectorial que cumple con la condicion de la definicién 3.18 se le denomina
espacio Noetheriano! y cuando cumple la condicién de la definicién 3.19 se llama
espacio Artiniano?.

Es de destacar que si la dimpW; = n;, entonces n; € NT. Ademds si W, W’ son

subespacios de un espacio vectorial V' sobre el cuerpo F', entonces si W/ C W,

obtenemos que:

Es posible observar el siguiente resultado:

Teorema 3.20 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial. Las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. El espacio vectorial V' es de dimension finita.

2. Se cumplen las condiciones de cadenas ascendentes de subespacios.

!Debido a Emmy Noether.
2Debido a Emil Artin.
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3. Se cumplen las condiciones de cadenas descendentes de subespacios.

Demostracién:

2 = Q).

Supongamos que V es un espacio vectorial infinito, entonces existe una sucesién
infinita {2, },>1 de elementos linealmente independiente de V. Sea U,, el subespacio
vectorial generado por w1,z ...,z,. Entonces la cadena {U,},>; es infinita y
estrictamente ascendiente de subespacios, asi que V' no satisface las condiciones
de cadenas ascendentes de subespacios. Contradicciéon puesto que por hipotesis V

satisface las condiciones de cadenas ascendentes.

B) = (@

Supongamos que V' es un espacio vectorial de dimension infinita, se puede elegir una
sucesion infinita {x,},>1 de elementos linealmente independiente de V. Sea V,, el
subespacio vectorial generado por 41, T2, . . .. Entonces la cadena {V,, },,>1 es una
familia infinita y estrictamente descendiente de subespacios, asi que V' no satisface
las condiciones de cadenas descendentes de subespacios. Contradiccién puesto que

por hipdtesis V' satisface las condiciones de cadenas descendentes.

1) = (2
Por hipdtesis tenemos que V' es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces
dimgV =n, con n € NT. Sea {W,};eny una cadena ascendente de subespacios de
V', tal que:

WicW,CWsC---CW, CWyq1 C--- (3.2)

Supongamos que no existe m € N, tal que
Vk Z m Wk = Wm

Sean; =1y xz, € Wi\{0y}. Existe ny € N* (con ny > ny), tal que W,,,\W; # 0.

Sea x,, € W,,\W,,. Es claro que existe un n3 € NT (con nz > ny) tal que
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W \Wh, # 0y sea x,, € W,,,\W,,. Siguiendo con el mismo proceso supongamos
que hemos escogido para cada k € N*, z,,, ., € W, \W,, (donde W,,,, \W,,, # 0).

Sea

S =A{Tn Tngy oo Ty, Ty - - -}

puede probarse que S es un conjunto es linealmente independiente, lo cual contradice

dimzV =n, con n € N*.

1) = ).
Se realiza de manera similar que el caso anterior, tomando en cuenta algunos detalles
en cuestion.

O
Es de notar con la demostracion del teorema anterior, que si el espacio vectorial es de
dimensién infinita, entonces no se cumplen las condiciones de cadenas ascendentes,

ni descendentes.

Ejemplo 3.20.1 Sea (Flz|, F,+,") el espacio vectorial de las funciones polinomios.
Sabemos que B = {z' : (0 < i< oo A i€ w)} es una base de Hamel infinita
de F[z], entonces por definicion de base, B debe ser linealmente independiente.

Tomamos una sucesion infinita {z'};>9. Entonces la cadena:

es infinita y estrictamente ascendente.

Asi que Fx] no satisface la condicion de cadena ascendente (definicion 3.18).

Teorema 3.21 (Teorema de Noether) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial in-
finito dimensional yB = {e; : i < a} una base de Hamel infinita de V. Entonces si

W es un subespacio vectorial de V', se puede dividir a *B en dos conjuntos disjuntos:

B ={v;: jel} AN B ={v: ke J\I}
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es decir:

% _ %// @ %II/

tal que W tiene una base de la forma B ={w;: (j€I AN w;=v;+u;)}, en
donde u; € L(B") y si se define la funcién ¢ de la siguiente forma: p(w;) = v;

., . . "
entonces @ es una funcion inyectiva sobre B .

Demostracion:
Por hipétesis tenemos que W es un subespacio vectorial de V', entonces por el

teorema 3.12 existe un complemento de W en V| tal que:

V=waeWw
Asi que si B = {v; © j € I} es una base de W, entonces debe existir una base
B ={v,: ke J\I} de W’ (esto lo podemos ver en la demostracién del teorema
3.12).

Supongamos que w; = v; + uj, en donde v; € B" y wu; € L(B"). Debemos

demostrar que B8’ es una base de W.

(%) B es linealmente independiente.

Sea

zizﬁ%uh-::o

jerI
entonces como por suposicion tenemos que w; = v; + u;, por lo tanto:
Y Biw; = > Bl +uy)
jel jeI

= > (Bjv; + Bjuy)

jel

= D B+ By

jel jel

y puesto que {v; : j € I} es una base de W, entonces:

Zﬁjﬂjzo <~ ,BJ:O

jeI
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por lo tanto:

ﬁj:0; Viel

Entonces el conjunto B’ es linealmente independiente.

(+x) B’ genera a W.

Supongamos que v € W y como v € V| entonces:
v =w+ w

en donde w € W, w' € W', por lo tanto:

w = Z Bijv; A Z AUk
Jjer keJ\I
por consiguiente:
U:U}—le :Zﬁjvj+ Z )\kvk
jeI keJ\I

y como v; = w; — u;, por lo tanto:

vo= ) Bilwy )+ Y M

jel keJ\I
= D By =D Bt D v
jel jel keJ\I
Asi que:
o= By = Mk =D By
jeI keJ\I jeI
y entonces:
0= By € W
jel
y como ademas:
v=Y Bw; €W

jel
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entonces como W NW' = {0y}, se debe tener que:
v — Z ij]' =0
jel
asi que:

v = Zﬁjwj

jel

y con esto probamos que B’ es un conjunto generador de V.

Ahora nos falta por demostrar que si tenemos una funcién definida del siguiente

modo:
/ 1"
p B — B
w; = Y
Entonces esta funcién es inyectiva.

" .
Supongamos que v;, vy € B, tal que v; =+ vy (es decir, vj, vy son elementos

. . " .
distintos de B ). Entonces w; # w,, puesto que si w; = w,, entonces:
/
vi—vy €W A vj—vyeW
por consiguiente v; # vy = 0, con lo cual:
vy = ’Uj/

y esto es una contradiccién con el hecho de que v; # vyr.

Entonces ¢ es una funcién inyectiva.

3.8. Reformulacion de la definicion de bases
ordenadas y coordenadas

Un hecho notorio que se percibe en la definicion que se realiza en los textos clasicos

de Algebra Lineal de bases ordenadas y coordenadas para espacios vectoriales es
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que existe cierta ambigiiedad o imprecision en la formalizacién de tales conceptos,
asi como la omisién de estas definiciones para espacios vectoriales de dimensién
infinita.

Ahora cuando se enfoca la definicién de base ordenada de un espacio vectorial de
dimension finita como una sucesién finita de vectores linealmente independientes y

que generan a V| entonces se nos presenta el problema en la funcién:
fAL2,...,n} — B

que define la sucesién finita de vectores de V', que se puede notar que esta funcién
siempre existe. En virtud de las observaciones anteriores reformulamos el concepto

de bases ordenadas y coordenadas de la siguiente manera:

Definicién 3.22 (Base ordenada) Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimen-
sion k (pudiendo ser k finito o infinito) y B una base de V', junto con una funcion
biyectiva f : B — F. Entonces el par ordenado B = (B, f) se le llama base
ordenada de V.

Ejemplo 3.22.1 Sea (Flz|, F,+,") el espacio vectorial de las funciones polinomios.
Sabemos que B = {x': (0<i<oo A iE€w)} esuna base de Hamel infinita (por
el ejemplo 2.31.1). Entonces es de observar que la funcion [ definida del siguiente
modo:
f @ w — ‘B
i — 2 Vicw
es una funcion biyectiva.

Por consiguiente, B = (B, f) es una base ordenada de Fx].

Considerando el hecho de que cada elemento de un espacio vectorial puede ser
expresado de forma tnica como combinacién lineal (finita) de los elementos de
la base ordenada %, entonces ya se esta en propiedad de hablar de coordenadas
de v € V respecto a la base ordenada B y esta definicion la reformulamos de la

siguiente forma:
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Definicién 3.23 (Coordenadas de v con respecto a la base ordenada %)
Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension k (pudiendo ser k finito o infini-
to) y B una base de V', junto con una funcion biyectiva f: B — F, en donde

fla) = vy, ast que B = (B, f) es una base ordenada de V. Siv € V, ezisten:
{Vays Vags -+ -3 Va, }, con {ai,ae,...,0,} C{a: a <k}

tal que para {ci,ca,...,c,} € F (¢; no nulos), tenemos que:

n
v = E CiVq,
i=1

Entonces las coordenadas de v con respecto a la base ordenada ‘B vendrd dada

por la funcion [v]lg : k — F, definida del siguiente modo:

¢ st fa) =vg,; (con 1 <i<n)
0 si lo anterior no ocurre.
Ejemplo 3.23.1 Sea (F|x], F,+,-) el espacio vectorial de las funciones polinomio
y B= (B, f) es una base ordenada de F[x] . En donde:
B = {2': 0<i<oco A ic€w)}
fGi) = 2% Vicw

entonces si p(x) € Flx|, por el principio del entero minimo debe existir un m € w,

en donde si k > m, entonces ap = 0. Ademds existen {ig,i1,...,im} C w y
{ag,a1,...,an} C F (con a; no nulo), tal que:
m
ple) = a’
=0

Las coordenadas de p(x) con respecto a la base ordenada B vendrd dada por la

funcion [v]g 1w — F, , definida del siguiente modo:

a; si f(j) = a; (para algun j tal que 0<j <m)

0 sik>m.
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3.9. <«Equipotencia» entre espacio vectoriales y la

clase de los cardinales

En primer término debemos explicar el uso de las comillas francesa en el término
de equipotencia del titulo de esta seccién. La razén de este hecho deriva, puesto que
cuando hablamos de equipotencia, nos referimos a una funcién biyectiva entre dos
conjuntos. Como es conocido, la coleccién de todos los cardinales no constituye un
conjunto sino una clase propia. En tal sentido, en esta seccién se demostrara que
existen tanto espacios vectoriales como cardinales y, en consecuencia, podemos
hablar de «equipotencia» de clases.

Es posible asociar a cada espacio vectorial de dimensién n (con n € w), con el
conjunto {1,2,...,n}. Pero ahora la pregunta inmediata que debe resultar es la
siguiente: jqué ocurre cuando el espacio vectorial es de dimensién infinita? jcon
que conjunto lo podemos colocar en correspondencia biunivoca, de forma que se
establezca una equipotencia? La repuestas a estas interrogantes la podemos aclarar
en el siguiente teorema, pero antes consideremos la siguiente definicion que sera de

utilidad para la demostracién del resultado.

Definicién 3.24 (Soporte y Soporte Finito) Sea {V;: i € k} (en donde k es
un cardinal) una familia de espacios vectoriales sobre el cuerpo F. El soporte de

una funcion:

f:li—)U‘/i

1ER

es el conjunto:
supp(f) ={i e r: f(i) # 0}

Una funcion f tiene soporte finito si

| supp(f) [<w
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Teorema 3.25 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita y (F")o

el conjunto de todas las funciones de k en F' con soporte finito. Entonces:
dimp(F")o =k

Demostracion:

Sea K un cardinal infinito y como se dijo anteriormente, tenemos que (F*)g es el
conjunto de todas las funciones de k en F con soporte finito.

Por lo tanto, por el ejemplo 2.1.3, tenemos que ((F*)o, F, +, -) es un espacio vectorial
con la operacién de adicién y multiplicacion escalar definida como en las ecuaciones
26 y 2.7.

Para cada o, € k, se generaliza la funcién Delta de Kronecker de la siguiente

manera:
1 sia=pf;

0 si a#p.

entonces se define el conjunto B* de la forma siguiente:

504(5) =

B*={0,: a €k}
Se debe demostrar que B* forma una base de Hamel infinita de (F*)o.

(%) B* es un sistema generador de (F*),.

Sea f € (F")y, entonces debemos probar que f puede escribirse como
combinacion lineal de los elementos de B*. Asi que sean aq,ao,...,q,, los
ordinales « en &, para los cuales f(a) # 0. Entonces si f(a;) = A; (donde
1 <j<m)con \; €F, por lo tanto:

flag) = floy)

m

= > fle)da,(B);  VBeEr
Jj=1

= > Ao, (B VBen
j=1

= M0Oay (8) + X200y (B) + -+ - + MO, (B); VB €k
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por consiguiente:

fo= Z/\J"s%'
asi que, B* genera a (F")j.

(*x) B* es linealmente independiente.
Debemos demostrar que todo subconjunto finito de B* es linealmente
independiente. Sean A1, Ao, ..., Ay € F Y 0ays0ay, - -, 04, € B*, tales que:

Atda, (5) + /\25112(6) +- T+ )‘maam(ﬁ) =0 (3-3)
y se cumple de la ecuacion 3.3 que:
A =00 (1<ji<m)
Entonces B* es linealmente independiente.
Por consiguiente, B* es una base de (F*)o.
Ahora se puede definir una funcién g, de la forma siguiente:
g : kK — ‘B*
a — O,

por lo tanto,

da(B) = 0 (B) — a=a

por definicion de la funcién delta de Kronecker generalizada y la sobreyectividad se

cumple de forma inmediata de la definicién de B*. Asi que:
B = &

por definicién A.19. Y como por suposicién & es un cardinal infinito, entonces se
tiene que B* es una base de Hamel infinita.

Por lo tanto:

dimF(F“)O = K



3.10 Espacios duales infinitos 171

3.10. Espacios duales infinitos

Existe una gran diferencia entre los espacios vectoriales de dimension finita con los
que poseen dimension infinita en el caso de los espacios duales. Es de observar que

si (V, F,+,-) es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces se cumple que:

por el teorema 2.68. Pero cuando el espacio vectorial es infinito dimensional,

entonces no se cumple la ecuacién 3.4 y esto puede se notar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.25.1 Sea (V,Zs,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita, en
donde Zy = {0,1} y sea B una base de Hamel infinita de V. Puesto que los
escalares son sélo los elementos 0 y 1, entonces una combinacion lineal de B
con coeficientes escalares en Zsy es justamente una suma finita, por lo tanto, V es

el conjunto de todas las sumas finitas de vectores en B y por el teorema A.30, se

obtiene:

[V < [[B] =B

Ademdas cada funcional f € V* esta unicamente determinado por especificar los

valores en la base B, puesto que st v € V', entonces:
v= Zo‘w% = QUi + Qi + 0+ G, V4,
j=1
asi que:
fw) = f <Z O‘l’j“ﬁ'j)
j=1
= ai1f<vi1) + O‘izf(%é) +ooet aimf(vim)

por lo tanto, como f(v;,) (con 1 < j < m) debe tener valores 0 y 1, entonces

especificar un funcional lineal es equivalente a determinar los subconjunto de B en
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la cual f toma el valor de 1. De esta manera existe una funcion biyectiva entre los

funcionales lineales en V' y todos los subconjuntos de 8. Por lo tanto
| V2= P(B) > B =] V]

entonces:

Vo>V

y este ejemplo nos prueba que V* no puede ser isomorfo a V, no para algun

subconjunto propio de V', entonces:
dimpV™* > dimgpV

Con el ejemplo estudiado anteriormente, podemos considerar los siguientes

resultados:
Teorema 3.26 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita y
B = {Ui 1 E K?}

una base de Hamel infinita de V. Entonces el conjunto B* = {vf : i € K} es

linealmente independiente en V*.

Demostracion:

Por definicién 2.70 (definicién de base dual) se tiene que
vi(v;) = 0y (3.5)

Entonces se debe demostrar que cualquier subconjunto finito de 8* es linealmente

independiente. Sean v} ,vj,...,v; € B* ¥y a;,q,...,q, € F; tales que:
m
* * * *
E Qv = QU G+ oy, v =0
J=1

y puesto que por la ecuacién 3.5, se tiene que:

v (Vi) = 0 (3.6)

ik
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en donde v;, € B. Asi que:

m

* R
E v = 0
j=1

ailv; + aizv;; + -+ Ozimvfm =0
iy [v], (vi)] + iy [og, (i )] + - + i, oy (v)] = 0
iy 0iyi + QinOigi, + -+ 050, = 0

m
E @;; 05, = 0
j=1

y por la definicion 2.67, se tiene:

m
g @ 0i0, = 0=q
Jj=1

con 1< 5 < m. Entonces B* es linealmente independiente.

O

Teorema 3.27 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial de dimension infinita. En-
tonces:

dimpV™* > dimgpV

Demostracion:

Supongamos que:
B = {v,: a<k} (3.7)

es una base de Hamel infinita de V, en donde | B |= k (siendo x un cardinal

infinito). Entonces por el teorema 3.26 el conjunto:
U = {u,: a<k} (3.8)

es linealmente independiente en V* en donde | U*| = k. Por consiguiente, por el

teorema 3.6 debe existir una base de Hamel infinita 8* de V*, con

B = {v: a<A} (3.9)

«
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en donde |B*| = A, tal que

Ur CB*
entonces:
| U™ <] 5" |
por lo tanto:
Kk < A (3.10)
y como:
|B| = & = dimgV (3.11)
|B*| = A = dimgV” (3.12)

entonces, por las ecuaciones 3.11 y 3.12; juntamente con la desigualdad 3.10,

obtenemos que

dimpV* > dimgV

Teorema 3.28 Sea (V, F,+,-) un espacio vectorial de dimension k (en donde k es
un cardinal infinito) y sea p el cardinal asociado al cuerpo F. Entonces el cardinal

de V es k- . Asi tenemos que:
V| = max{|F|, dimpV}

Demostracion:

Supongamos que B = {v, : « < k} es una base de Hamel infinita de V. Por lo
tanto, se tiene que para cada vector no nulo v € V, tiene una representacion tnica

COINO:

n
v=3 Ctn; ¢ #0
=1
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en donde ¢; € F, n € w. Puesto que si se asume que v € V posee dos

representaciones, digamos que:

n
v:Zcivai; ¢ #0, ;g€ F

=1

v = ijvaj; bj #0, b; € F
j=1

entonces:
n m
vV—v = g CiVa; — E bjVa,
i=1 j=1
n m
0 = E CiVa; — E bjva,
i=1 j=1
y como los ¢; # 0y b; # 0, entonces el conjunto {Va,, Vay, - - - » Vans Vars Vags - - - » Vam }

es linealmente dependiente, contradiccion puesto que este es un subconjunto de la
base de Hamel infinita B y este debe ser linealmente independiente.

Entonces, como cada elemento no nulo de V' se expresa como combinacion lineal
unica de los elementos de B, luego existe un subconjunto finito F, de B, de modo
que v se exprese como combinacion lineal de los elementos de Fj,, con todos los
coeficientes no nulos.

Consideremos la funcién f definida de la siguiente manera: si v € V' (con v no nulo),

sabemos por la discusién anterior que existen {ci, ¢s, ..., ¢, } no nulos, tales que:
n
v= E CiVa;; (de manera unica)
i=1

hagamos entonces Fy, = {Vay, Vags - - -sVa, } ¥ [f(v) = F.

Al ser B una base de Hamel infinita de V, entonces F), es tinico para cada v € V
y también la n-tupla (¢p, ¢, ..., ¢,), con los componentes no todos nulos en F' es
Unica para cada v € V.

Puesto que B = {v, : a < k} es un conjunto infinito, entonces el nimero cardinal

del conjunto de subconjuntos que contienen n-elementos de B es igual k (por el
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teorema A.30) que nos asegura que si B es un conjunto infinito, entonces:
[B]=] = B
y en este caso se tiene:
[B]~] = |B| = dimpV =&

Por otra parte, el nimero cardinal del conjunto de las n-tuplas (¢1, o, ..., ¢,) es u”,
y es de observar que u™ = p o este es finito.

En cada caso el numero cardinal del conjunto de pares que consiste de los conjuntos
{VaysVags - - - Va, } ¥ las n-tuplas (c1,co,...,cn) €8 K- p.

Entonces es de notar que:

VI=) n-s

a<k

y por lo tanto:

VI = p->,cnk * Por teorema A.34.
= u-(|g|-sup{r: a<k}) * Por teorema A.35.
— (ke R)
y como por hipétesis k es un cardinal infinito, pues V' es un espacio vectorial infinito

dimensional y |*B| = &, entonces se tiene:

VI = p-(x-r)
— /’L'K/
= max{k, u}

= max{|F|,dimpV}
Por lo tanto, se demostré que:

V] ={[F],dimgV}
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Teorema 3.29 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial de dimension k (en donde K

es un cardinal infinito) y p el nimero cardinal asociado a el cuerpo F. Entonces:
dimpV™* = "

Demostracion:

Parte i):
Supongamos que B = {v, : « < Kk} es una base de Hamel infinita de V. Si f € V*,
se puede observar que f esta determinado por sus valores en una base del espacio
vectorial.
Puesto que si v € V, entonces existen {ay,ag,...,an,} C Ky {c1,¢0,...,6,} CF
(Uinicos) tales que podemos escribir a v como combinacién lineal de los elementos

de un subconjunto finito de B, de la siguiente forma:

n

vo= Zcivai (3.13)

i=1

por consiguiente

f(U) = f(ZCivaz')
= Zf(civai)

n

= Z Cz‘f(vﬂéi)

i=1
y como los {c1,¢a,...,¢,} C F dependen exclusivamente de v € V' (ver 3.13), esta

claro que el valor que asume f en cada v, € ‘B determina al valor de f en

cualquier vector del espacio y por tanto determinan a f € V*.

Parte ii):
Primeramente comprobemos |V*| = |F®| = u~.
(x) F® <V~

Definamos la funcion 1 de la siguiente forma:
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o FY v
fo— g
En donde;
FE={f: (f:B—F) A Dom(f)="25}

Sea f € F®; f:9B — F, por la parte i) existe un tinico elemento g; € V*

tal que
gr 1 B=Ff
Evidentemente 1 es inyectiva.
(xx) V* < F>.
Sea f € V* sea g :B — F dada por gf(v,) = f(va); Vo < k.
v  VV — F 5
f— g
Probemos que ¢ es inyectiva.

Sean f,h V* tal que
o(f)=p(h) = gr=gn = Ya €B; f(va)=h(va)
entonces por la parte i) f = h.

Por lo tanto, por el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder (teorema A.22)
obtenemos que |V*| = |F®| = pu*~.
Por lo tanto, el nimero cardinal de V* es u”.

Por otra parte, si tenemos que
dimpV* =\

y de esta manera se debe tener que A es un cardinal infinito, puesto que por el
teorema 3.27

dimpV* > dimgpV
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y como k£ = dimgV es un cardinal infinito, entonces se debe tener que A es un
cardinal infinito.

Ademas, por el teorema 3.28 se demostré que

V| = maz{|F|,dimpV"} (3.14)
= A-pu (3.15)

y como ademas |V*| = ", entonces
Vi=p"=A-pn (3.16)

Debemos demostrar que

Vi = A
y asi llegar a la conclusion de que
dimpV* = u”
puesto que con esto observaremos que

max{|F|,dimpV*} = A

Se tienen dos casos en particular:

(*) p<w.
Es obvio que A > u, puesto que A es un cardinal infinito, es decir, A > w,
entonces
A >
*k > w.

Es decir, A, cardinales infinitos.
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Se debe demostrar que p” > pu.
Supongamos que |F®| = p. Es decir, X - p = maz{|F|,dimpV*} = pu.
Sea F® ={g,: a<upu},talque go: B — F.
Definamos

g: B—F
de la siguiente forma:
g(a) un elemento cualquiera de F\{g.(a)} # 0.
Luego para cada o <

9(@) # ga(a);
por tanto;

9# go; Vo< p

contradiccién con el hecho de que |F®| = pu. Y asf

[F®) > p
entonces
[FP) =t =\
y con esto demostramos que
dimpV"* = p”



Capitulo

Conclusiones y reflexiones finales

Podemos concluir afirmando que el presente trabajo se realizé con la intencién
de estimular el estudio del Algebra Lineal de manera unificada, introduciendo
conceptos fundamentales de esta area del Algebra, entre los que podemos mencionar:
dimension, bases ordenadas y coordenadas de un espacio vectorial; enfatizando de
forma precisa los aspectos comunes cuando el espacio es de dimension finita y el
caso cuando la dimension es infinita.

Es importante resaltar la existencia de un gran nimero de problemas abiertos

relacionado con la temética presentadas en este trabajo, entre los cuales destacan:

1. Equivalencia entre el axioma de eleccion y la existencia de las bases de Hamel

infinitas.

Es un hecho bien conocido que el axioma de eleccién (més precisamente, uno
de sus equivalentes, el lema de Zorn-Kuratowski) implica la existencia de
una base para cualquier espacio vectorial. Una pregunta natural que puede
formularse es: asumiendo que cualquier espacio vectorial tiene una base,
Jpodréa derivarse el axioma de eleccion? En forma mads precisa, serd cierto
lo siguiente: todo espacio vectorial tiene una base si y solo si el axioma de
eleccién. J. D. Halpern (ver [6]) mostré una versién mas débil de la aseveracion

anterior: axioma de eleccion si y sélo si cada conjunto generador de un espacio
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vectorial contiene una base del espacio. Més tarde, Andreas Blass (consultar
[1]) demostré que asumiendo el conjunto de axiomas mds restringidos que
Zermelo-Fraenkel (llamado WZF, en el cual se omite el axioma de regularidad
y se admiten dtomos) es cierto que: el axioma de eleccién miltiple es deducible
de la afirmacién: cada espacio vectorial tiene una base (recordemos que, el
axioma de eleccion multiple asegura que para cada familia de conjunto no
vacios existe una funcién la cual asigna a cada conjunto en la familia de
subconjunto finito no vacio). Este problema continua abierto (considerando

Zermelo-Fraenkel y la versién clésica del axioma de eleccion).

La conexién entre las transformaciones lineales de espacios vectoriales de

dimension infinitas y las matrices infinitas.

Se debe profundizar las ideas de transformacién lineal sobre los espacios
vectoriales de dimensién infinita y el concepto de matrices infinitas, y

establecer el isomorfismo que existe entre estos.

Es de observar que cualquier transformacion lineal entre dos espacios
vectoriales de dimensién finita se puede representar como una matriz en las
bases ordenadas de los dos espacios vectoriales (ver observacion realizada en
el ejemplo 2.55.1). Ahora la pregunta inmediata es: jsi uno de los espacios
vectoriales es de dimensién infinita, la transformacién lineal todavia se
representa como una matriz en sus bases ordenadas? Es decir, la forma de
asignar una matriz a una transformacion lineal (en ciertas bases) cuando al

menos uno de los espacios involucrados es de dimension infinita.

Las diferencias y similitudes entre los espacios vectoriales infinito dimensiona-

les v los espacios de Hilbert 1.

En este trabajo se conceptualizé la definicién de bases de Hamel infinitas y

1Por el apellido del famoso matemético alemén David Hilbert (1862-1943) que introdujo este

concepto.
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ademas se demostré que todas las bases de Hamel infinitas tienen el mismo
nimero cardinal asociado y este nimero cardinal es lo que se conoce como

dimensién de Hamel.

El mismo estudio se puede realizar sobre los espacios vectoriales de Hilbert y
se puede demostrar que la dimension de Hamel es mayor o igual a la dimensién
de Hilbert; y se puede realizar un estudio similar entre los espacios vectoriales

de dimensién infinita y los espacios vectoriales de Hilbert.

. Estudiar los espacios vectoriales topoldgicos de dimensién infinita. Es de
observar que si W es un subespacio de un espacio vectorial topologico V', tal
que V =W @ W', entonces se dice que W es el subespacio complementario
de W'. Tal subespacio complementario no necesariamente existe para todo
subespacio de un espacio vectorial topolégico. A diferencia de los espacios
vectoriales de dimension infinita en donde todo subespacio de este tiene un

subespacio complementario.

. Cuando se considera un espacio vectorial con producto interno de dimension
infinita. jes vélido el proceso de Gram-Schmidt? ;qué ocurre en un espacio

de Hilbert?

. Supongamos que (V, F,+,) es un espacio vectorial con dimgV =k (k > w)

vy P={P,: a<f} (B >w)una particién de V.

JExiste B ={z,: a<p} CV, tal que:

a) B esbasede Vy

b) Va < B; z, € P,7.



Apéndice

Teoria de conjuntos

A.1. Teoria axiomatica de conjuntos Zermelo-
Fraenkel
1. Axioma de existencia: Existe un conjunto que no tiene elementos.

2. Axioma de extensionalidad: Si X y Y son conjuntos que tienen los mismos

elementos, entonces X =Y.

3. Axioma de pares: Para cualquier par de conjuntos X, Y existe el conjunto

{X,Y} que contiene exactamente a X y a Y.

4. Axioma esquema de separacion: Si ¢ es una propiedad (con pardmetro
p), entonces para cualquier conjunto X y pardmetro p, existe un conjunto

Y ={ué€ X :p(u,p)} que contiene los u € X que cumplen la propiedad .

5. Axioma de la unién: Para cualquier conjunto X, existe un conjunto

Y =J X, que es la unién de los elementos de X.

6. Axioma de conjunto de partes: Para cualquier conjunto X existe un

conjunto Y = P(X), que es el conjunto de todos los subconjuntos de X.
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7. Axioma del infinito: Existe un conjunto infinito.

8. Axioma esquema de reemplazamiento: Si F' es una funcién, entonces
para cualquier conjunto X se tiene que Y = F[X] = {F(z) : z € X} es un

conjunto.

9. Axioma de regularidad: Cada conjunto no vacio tiene un elemento minimal

con respecto a la relacion de pertenencia.

10. Axioma de eleccion: Cada familia de conjuntos no vacios tiene una funcion

de eleccion.

A.2. Lema de Zorn-Kuratowski

Definicién A.1 (Relacién binaria) Sea P un conjunto no vacio. Unarelacién binaria

en P es una funcion

*x + PxP — P

(z,y) +—— x*y

para cada x,y € P.

Definicién A.2 (Relacién de equivalencia) Sea P un conjunto no vacio y R
una relacion binaria sobre P. Se dice que R es una relacion de equivalencia si se

cumple las siquientes condiciones:
(i) Yx € PlxRz| (Reflexividad).
(ii) Yz € PYy € P[rtRy = yRz| (Simetria).

(iii) Ve € PVYy € PVz € P[(xrRy AN yRz) = (xRz)] (Transitividad).
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Definicién A.3 (Clase de equivalencia) Sea R una relacion de equivalencia
definida sobre un conjunto no vacio P y a € P. La clase de equivalencia de

a modulo R es el conjunto
[a] ={x € P: zRa}
Al elemento a se le conoce como representante de la clase.

Definicién A.4 (Orden Parcial) Sea P un conjunto no vacio y R una relacion

binaria en P. Se dice que R es un orden parcial si:

(i) Vz € PlxRz| (Reflexividad).

(ii) Vx € PYy € P[(xRy AN yRzx) = (x=y)] (Antisimetria).

(iii) Yz € PVy € PVz € P[(xrRy AN yRz) = (xRz)] (Transitividad).

Un conjunto P con un orden parcial se denomina conjunto parcialmente
ordenado, se usa la notacién de <, en lugar de R, para el orden parcial. Se denota

como (P, <) al conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo A.4.1 Sea P = {x,y,2} y la inclusion (denotada como C) la relacion

binaria sobre P. Por lo tanto, el conjunto de partes de P es:

P(P) = {z,y, 2} {w, v}, {w, 2}, {y, 2}, {o} {w}, {2}, 0}

Entonces (P(P),C) es un conjunto parcialmente ordenado. Esto se puede observar

graficamente:

En general, el conjunto de partes de un conjunto dado, es un conjunto parcialmente

ordenado por inclusién. Es decir, (P(P),C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo A.4.2 Sea N el conjunto de los nimeros naturales y la relacion binaria
menor o igual (denotada como <). Entonces (N, <) es un conjunto parcialmente

ordenado.
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Figura A.1: Conjunto parcialmente ordenado

También se tiene que (Z, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo A.4.3 Sea (V,F,+,-) un espacio vectorial y {W,;}tie; una familia de
subespacios de V. St la inclusion es la relacion binaria en V, entonces se tiene

que ({W;}ier, ) es un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién A.5 (Elementos comparables) Sea (P, <) un conjunto parcialmente
ordenado no wacio, diremos que x € P, y € P son elementos comparables si

xr<y o y<u.
Dos elementos no comparables se dicen que son incomparables.

Ejemplo A.5.1 Sea P un conjunto no vacio y la relacion de inclusion, la relacion
binaria en P. Entonces, (P(P),C) es un conjunto parcialmente ordenado (como se
pudo notar en la observacion realizada en el ejemplo A.4.1). Por lo tanto, x,y € P,

son comparables si y solo si
zCy V yCux

es decir, dos conjuntos de P son comparables si uno de ellos esta contenido en el

otro.
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Definicién A.6 (Conjunto linealmente ordenado) Sea (P, <) wun conjunto
parcialmente ordenado. Si cada par de elementos en P son comparables, se dice

que (P, <) es un conjunto linealmente (o totalmente) ordenado .

Ejemplos A.6.1
1. (N, <) es un conjunto totalmente ordenado.

2. De igual forma: (Z,<), (Q, <) y (R, <) son conjuntos totalmente ordenados.

Ejemplo A.6.2 Sea P un conjunto con mds de dos elementos. Entonces (P(P),C)

y =

no es un conjunto totalmente ordenado.

Definicién A.7 (Cota superior) Sea (P, <) un conjunto no vacio parcialmente
ordenado y A C P (con A # 0), se dice que un elemento p € P es una

cota superior de A, si para cualquier a € A se cumple que a < p.

Definicién A.8 (Cota inferior) Sea (P, <) un conjunto no vacio parcialmente
ordenado y A C P (con A # (). Se dice que un elemento p € P es una

cota inferior de A en (P, <), si p < a, para todo a € A.

Definicién A.9 (Elemento maximal) Sea (P, <) un conjunto parcialmente
ordenado. Un elemento m € P es maximal en P si para cada x € P (el cual

es comparable con m) x < m.

Definicién A.10 (Elemento minimal) Sea (P, <) un conjunto no vacio parcial-
mente ordenado y A C P (con A # 0). Se dice que un elemento a € A es un

elemento minimal de A en (P, <) si no existe x € A, tal que x < a y z # a.

Definicién A.11 (Supremo) Sea (P,<) un conjunto no wvacio parcialmente
ordenado y A C P (con A # (). Una cota superior p de A es supremo de A si

y solo si para cualquier cota superior a € A, tenemos que p < a.
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Es decir, el supremo de A es la menor cota superior. Denotaremos el supremo de A

de la siguiente manera: sup A.

Definicién A.12 (Infimo) Sea (P, <) un conjunto no vacio parcialmente ordena-
doyACP (con A# D) y sea p € A una cota inferior de A. Diremos que p es

infimo de A si y solo si para cualquier cota inferior a € A, tenemos que a < p.

Es decir, el infimo de A es la mayor cota inferior. Denotaremos el infimo de A como
inf A.

Notese que si un conjunto tiene supremo o infimo estos son inicos.

Definicién A.13 (Cadena) Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un
subconjunto no vacio A de P que es linealmente ordenado por < es llamado una

cadena en P.

Lema A.14 (Zorn-Kuratowski) Sea (P, <) un conjunto no vacio parcialmente
ordenado, tal que toda cadena en P tiene al menos una cota superior en P, entonces

P tiene elemento maximal.

A.3. Ordinales

Definicién A.15 (Buen orden) Sea (P, <) un conjunto linealmente ordenado.
Diremos que < es un buen orden en P si YU C P (U # () se tiene que U tiene

menor elemento con respecto a <.

Al par ordenado (P,<), en donde < define un buen orden, lo llamaremos
conjunto bien ordenado y por conveniencia, siempre y cuando no haya confusion
con el orden impuesto al conjunto P, entonces solo se dird que P es un conjunto
bien ordenado.

Ademas se tiene que todo subconjunto de un conjunto bien ordenado es también
bien ordenado. También es inmediato comprobar que todo conjunto bien ordenado

es un conjunto totalmente ordenado.
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Ejemplo A.15.1 Sabemos por el ejemplo A.6.1 que (N,<) es un conjunto

linealmente ordenado. Entonces se tiene que < es un buen orden.

Ejemplo A.15.2 El conjunto de los numeros enteros Z con el orden < usual, no
esta bien ordenado pues Z= = {,...,—3,—2,—1}no tiene menor elemento. Por

supuesto que (Q,<) vy (R, <) no son conjuntos bien ordenados.

Definicién A.16 (Transitivo) Sea P un conjunto. Diremos que P es transitivo
S0

Vere P = xCP]

Por lo tanto, un conjunto P es transitivo si cada elemento de P es también un

subconjunto de P.

Definicién A.17 (Ndmero ordinal) Sea a un conjunto. Diremos que o es un

numero ordinal si:
1. o es transitivo.

2. € bien ordena «.

Esta definicién se la debemos a John von Neumann (1903-1957). Por lo tanto, un
conjunto a es un ordinal si y sélo si « esta totalmente ordenado con respecto a la
inclusion de conjuntos y todo elemento de a es también un subconjunto de a.

Denotaremos los nimeros ordinales con las letras del alfabeto griego, en especial

con las primeras letras mintsculas de este alfabeto; es decir

a? ﬁ? 77 57 ot
Ejemplo A.17.1
1. 0=0 es un ordinal.

2. N es un numero ordinal, tal ordinal se denota por w.
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3. Sea C una clase de ordinales no vacia, entonces
mC:infC Y UC:supC
son numeros ordinales.

Para una definicion formal de clase consultar [12] o [17].

Definicién A.18 (Ordinal sucesor y limite) Sean «, nimeros ordinales. Si
a = BU{B}, entonces diremos que « es un ordinal sucesor. Si a no es un

ordinal sucesor, diremos que o es un ordinal limite.

Si tenemos que « es un ordinal limite, entonces
a =sup{f: 6<o¢}:Ua

Ejemplo A.18.1

1. 0=0 es un ordinal limite, ya que no es sucesor de ningin ordinal.

1 = {0}=0uU{0}
2 = {0,{0}} =1U{1}.
3 = {0,{0},{0,{0}}} =2uU{2}.
n = {0,1,2,...,n—1}
son ordinales sucesores.

3. w es un numero ordinal limite.
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A.4. Cardinalidad

Definicién A.19 (Equipotentes) Sean X e Y dos conjuntos. Diremos que X e

Y son equipotentes si existe una funcion f: X — Y biyectiva.

Denotamos a dos conjuntos equipotentes del siguiente modo |X| = |Y| (o bien

X=Y).

Ejemplo A.19.1 Si tenemos los conjuntos N y NT, entonces N =~ NT; puesto
que podemos definir una funcion f como sigue;
f : N — Nt
n — n+1

la cual es biyectiva.

Ejemplo A.19.2 Dos intervalos de niumeros reales son siempre equipotentes,
puesto que existe una funcion biyectiva f, que la definimos del siguiente modo;
f o fa,b) — e d]
T — gx + %
Definicién A.20 Sean X e Y dos conjuntos. Diremos que X se inyecta en'Y, si

existe una funcion f: X — Y inyectiva. Lo representamos como |X| =X |Y].
Teorema A.21 (Teorema de Cantor) Sea X un conjunto. Entonces
| X[ = P(X)]

Ademds

[PX)] > |X]
Para una demostracién de este resultado consultar [12].

Teorema A.22 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder) Sean X e Y dos

conjuntos. Si | X| <X|Y| vy |Y]| =X |X]|, entonces |X|=1Y].
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El teorema de Cantor-Bernstein-Schroder nos dice que si tenemos conjuntos X e
Y, tales que existen funciones inyectivas f: X — Y y g¢:Y — X. Entonces
existe h: X — Y biyectiva.

Para una demostracion de este resultado consultar [12].

Definicién A.23 (Cardinal o niimero cardinal) Sea « un conjunto. Si « es
un numero ordinal, diremos que « es un nimero cardinal si y solo si « no es

equipotente con ninguno de sus elementos.

La teoria de los niimeros cardinales o transfinitos fue introducida por George Cantor
(1845-1918) en 1874.

Asumiendo el axioma de eleccién (AE), tenemos que a todo conjunto X le podemos
asignar un nimero cardinal | X|, entonces de este modo tenemos que dos conjuntos
cualesquiera tienen la misma cardinalidad si y sélo si estos dos conjuntos son
equipotentes.

Denotamos los nimeros cardinales con las letras del alfabeto griego, en especial con

las ultimas letras de este alfabeto;

H,A,...,QS,SD,X,/I?Z),W.

Definicién A.24 (Conjunto finito) Sea X un conjunto. Diremos que X es un
conjunto finito si ewiste un nimero natural n, tal que | X| = |n|. Si X no es un

conjunto finito, entonces diremos que X es un conjunto infinito.

Entonces podemos asegurar que los unicos cardinales finitos son los nimeros

naturales, es decir, |n| =n, Vn € N.

Definicién A.25 (Conjunto numerable) Sea X un conjunto. Diremos que
X es un conjunto numerable si X es un conjunto finito o equipotente con el
conjunto de los numeros naturales. Si X no es un conjunto numerable, entonces

diremos que X es un conjunto no numerable.
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Ejemplo A.25.1

1. Asumiendo el axioma de eleccion, tenemos que si {W;}icr (en donde I es un

conjunto numerable) es una familia de conjuntos numerables, entonces

UWZ- es un conjunto numerable
iel

2. El conjunto de los niimeros enteros
Z=A,...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...,}
es numerable.
3. El conjunto de los nimeros racionales es numerable.
Para las demostraciones de estos resultados consultar [18].
Ejemplo A.25.2 El conjunto de los nimeros reales es no numerable.

Para la prueba de este hecho podemos consultar [12].

A.5. Aritmética cardinal
En esta seccién nos proponemos definir las operaciones de adicién, multiplicacion y
exponenciacion de nimeros cardinales.

Definicién A.26 Sean X e Y dos conjuntos disjuntos y Kk, A\ ambos niumeros

cardinales. Si |X|=r y |Y|= A Entonces
1. La suma kK + A es el numero cardinal de X UY, es decir;
K+ A= |XUY]|

Si tenemos un conjunto de cardinales {r; :i € I}, en donde I es un conjunto

de indices, entonces definimos y denotamos la suma de la siguiente manera

> k= Ikl = sup{|r| : i€ I}

el el
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2. Lamultiplicacidén k- A\ es el numero cardinal de X XY, es decir;
K- A=|XxY|

A

3. La potencia Kk es el mimero cardinal de XY (en donde XY denota el

conjunto de todas las funciones de X en'Y ), es decir,
K= | XY

Entonces tenemos los siguientes resultados con respecto a las operaciones de adicién,

multiplicacion y potenciacion antes definidas;

Teorema A.27 Sean Kk, A, u numeros cardinales infinitos. Entonces se cumple

que:
1. k+ A= X+r (Conmutatividad).
2. k+ AN+ p)=(k+ N +p (Asociatividad).
3. k- (A+p)=rk-A+k-p (Distributividad).
4. k+0=kK.
5 851 k+1=X+1, entonces k= A\.
6. (K- A)F =k A"
7. kM = kN RE
8. (KMH = rMH.
9. Si k <\, entonces kM < A\,
10. Si 0 < X< pu, entonces kN < KM,

11. K% =1.
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12. 17 =1
13. 0" =0, st x> 0.
La demostracién de este teorema se puede consultar en [22] y [13].

Definicién A.28 (Aleph) Para todo ordinal o, definimos la operacion Y (aleph)

recursivamente para todo ordinal

Ng = wy = w; w representa el ordinal asociado a N.
_ — N+
NaJrl = Wa+1 - Na )
Ny, = wa = sup{w,: B<a}; si v es un ordinal limite.

Es de notar que Ny = w, usaremos en estas notas el Ny cuando lo consideremos
como un numero cardinal y w cuando lo consideremos como un ntmero ordinal.
Similarmente utilizaremos la notacion N, y ws,.

Naturalmente, por cardinal infinito entendemos un cardinal que no sea un niimero

natural. El menor cardinal infinito es Ng.

Ejemplo A.28.1 Los siguientes conjuntos tienen cardinalidad Ng:
1. El conjunto de los numeros racionales.

2. El conjunto de todos los subconjuntos finitos de N.

Nuestro estudio se centrara sobre los niimeros cardinales infinitos, puesto que ellos
representan la herramienta fundamental para el analisis de las propiedades de los

espacios vectoriales de dimension infinita.

Definicién A.29 Sea A un conjunto infinito y k un numero cardinal, tal que
k < |A], entonces definimos y denotamos el conjunto de todos los subconjuntos de

A de cardinalidad xk como

A" ={XCc A: |X]=r}
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y también el conjunto de todos los subconjuntos A de cardinalidad menor que k

como

[AI" ={X C A: |X| <k}
Teorema A.30 Sea X un conjunto infinito. Entonces
1X]<] = |x]
Teorema A.31 Sean k, A numeros cardinales. Si alguno de ellos es un cardinal
infinito, entonces se cumple que
K+ A=mazx{k,\} =K\
Para la demostracién de este resultado consultar [12].

Teorema A.32 Sea {A;: i€ I} una familia de conjuntos y I un conjuntos de

indices, tal que |I| = k. Si |A;| < A, para todo i € I, entonces

U

el

< K-

Teorema A.33 Para cualquier familia de conjuntos {A;: i€ I} se cumple que

Ua

i€l

< U |Ai| = sup{|A;| : i€}

i€l

y si los conjuntos son disjuntos dos a dos, entonces se cumple la igualdad.
Ademas tenemos otros resultados importantes:

Teorema A.34 Sea {k;: i€ I} una familia de cardinales. Entonces:
ped Ri= ) pew
iel el

siendo p - un numero cardinal.
Teorema A.35 Sea {k; : i € I} una familia de cardinales no nulos, de modo
que |I| es un cardinal infinito o algin k; es un cardinal infinito, entonces

Z/{i =|I|-sup{k;: i€}

iel

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [12].



Apéndice B

B.1. Funciones y conjuntos de funciones

Sean Ay B ambos conjuntos, si f es una funcién de A en B, es decir, Dom(f) C A

y Rgo(f) C B; la escribimos como

f A — B

v — f(z)

con x € Dom(f) y el conjunto de todas las funciones con dominio A en B se define

COIMo:

BA={fecPAxB):(f: A— B)}

B.2. Sucesiones infinitas

Definicién B.1 (Sucesién infinita) Una sucesién infinita es una funcion

cuyo dominio es el conjunto de los numeros naturales mayores que cero (NV1).

Si una funcién a es una sucesién infinita, entonces a cada nimero natural n le

corresponde un elemento a(n), estos pueden representarse como

a(l),a(2),...,a(n),..., (B.1)
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y para obtener la forma de subindice de una sucesién, hacemos a,, = a(n), ¥n € N.

Asi que (B.1) se convierte en
A1,092, ... ,0p,y ...,

y esta sucesién infinita se suele designar mediante el siguiente simbolo {a,,}.
Ademés si Rgo(a) C R, entonces se dice que {a,} es una sucesién infinita

de numeros realesy si Rgo(a) C C, se dice que {a,} esuna sucesién infinita de nimeros comj

Definicién B.2 (Convergencia) Sea {a,} wuna sucesion. Se dice que {a,}
converge hacia a, si para todo € > 0, existe un numero natural N tal que, para
todos los nimeros naturales n, si n > N, entonces |a, — a| < €. Denotamos tal
situacion como

lim a, = a
n—roo

B.3. Funciones medibles

La teoria de la medida es de gran importancia tanto para el andlisis matematico,
como para la teoria de probabilidades, ademés de otras areas de las matematicas.
Los conceptos que se van a considerar a continuacién son solo unos preliminares
para introducir ciertos espacios vectoriales que son de vital importancia para el

estudio que se esta realizando.

Definicién B.3 (o-algebras) Sea X un conjunto. Una o-algebra sobre X es una
familia A no vacia de subconjuntos de X (es decir, AC P(X) y A#0), con las
siguientes propiedades:

(i) 0, X e A.

(i))VAe A = A°=X\Aec A

(111) Si Ay, Ag, ..., Ap,...,€ A con n € N\{0}, entonces

G A, e A
n=1
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A los elementos del conjunto A se les conocen como conjuntos medibles.

Definicién B.4 (Espacios de medidas) Sea X un conjunto y A una o-dlgebra
de subconjuntos de X. Una funcion p: A — [0,00) U {oo} es una medida si se
cumplen las siquientes propiedades:

(i) p(®) =0.

(ii) Si Ay, As,y ..., Ay, ..., son disjuntos dos a dos (es decir, A; N A; = 0, para

cualquier i # j), entonces

H <U Ai) = ZM(Ai)

A esta propiedad se le conoce como numerablemente aditiva. La terna (X, A, u)

es un espacio de medida.

Definicién B.5 (Funcién medible) Sean (X, A, M,) vy (Y,B,M,) ambos es-
pacios de medidas. Una funcion f de X en'Y (con Dom(f) =X y Rgo(f) CY)

es una funcién medible s
{‘V’B eB: f_l(B) S A}

Graficamente podemos expresar la idea que encierra esta definicién asi:

B.4. Ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales sobre
un cuerpo o un anillo conmutativo (para la definicién de anillo conmutativo
consultar [20]).

El problema de los sistemas de ecuaciones lineales es uno de lo mas antiguos de la
matematica y posee una gran cantidad de aplicaciones, tales como: en procesamiento
digital de senales, estimacion, prediccion, programacién lineal, entre otros.

Sea F' un cuerpo, un sistema de ecuaciones lineales, con m ecuaciones lineales y n

incégnitas (con n,m € NT), puede ser escrito de la siguiente manera:
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(X, sAM,) Y.%B.M,)

f medible

(VBE B):f (B) €A

Figura B.1: Funcién medible

anry  + apry + -+ apT, = b
an Ty  + axpry + 0+ AT, = by
Am1T1  + QT2 + 0+ ATy = bm
en donde a;; € F (con 1 <i<m,1<j<n;mmnéeN")yuz,x,..., 1z, son las

incognitas.
Es posible reescribir el sistema lineal de ecuaciones anterior en forma matricial, de

la siguiente manera:

a1 19 ... QAp I bl
921 929 ... Qop ) bg
Am1 Am2 -+ Gmn Ty bm

y en notacién, podemos escribir las ultimas ecuaciones como AX = b. Si el vector

b = 0, se dice que el sistema lineal de ecuaciones es homogéneo.
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Teorema B.6 (Solucién de una ecuacién homogénea) Si A es una matriz
m X n, con m < n, el sistema homogéneo de ecuaciones lineales AX = 0 tiene

una solucion no trivial.

Este teorema nos garantiza que si el nimero de filas no nulas de A es menor que
el nimero de columnas, entonces el sistema de ecuaciones lineales AX = 0 tiene
solucién no trivial, es decir, una solucién X = [x; x2 --- z,] en la cual no todo
z; =0; paral < j <n,conn e NT.

La demostracién de este resultado se encuentra en [8].
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